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1°. Пусть Q — некоторый компакт, содержащий не менее п + 1 точки, 
a Rn — n-мерное эвклидово пространство. Рассматривается задача

max | F (х, t) | —» min (1)
iGQ xeR"

где F(x, t) —функция, непрерывная вместе с dF(x, t)/dx на RnXQ. Вве­
дем обозначение

cp(z) = max| F(x, t) |.
teQ

и предположим, что inf ср (ж) > 0. Тогда справедливы следующие утверж- 
XSR”

дения.
Теорема 1. Пусть а + решение задачи (1) и система функций 

dF (a, t) dF (я, Г) /ох
дх, ’ дхп

является чебышевской на Q.
Тогда на Q существует п + 1 точка t0, t,,..., t„, в которых | F(a, th) | = 

= ср (а), а знаки — sign F (а, tk) связаны соотношением

^ = (-1)^0-signAel:n, (3)

где Aft — определитель, составленный из столбцов

dF (a, to) dF (a, t^) dF (я, tt+1) dF (a, tj
dx ’ > Qx » • • •» Qx

Кроме того найдутся у > 0 и б > 0 такие, что

ср (ст) > ср(а) + ^||х — а|| при Ця: — а|| «S б. (4)

Теорема 2. Пусть для некоторого а е Rn значение ср (а) достигается 
в п + 1 точке t0, tt,... ,tn из Q, причем определители A(i отличны от нуля 
и знаки Zk = sign F (а, tk~) связаны соотношением (3).

Тогда а является точкой строгого локального минимума функции ср (я) 
и, более того, выполнено (4).

Замечание. Пусть Q — компакт на вещественной оси и
F(x, t) = xmift) + ... + xnun(t)

где f(t) — непрерывная на Q функция, a {u4(i)} — система Чебышева па 
Q. Тогда система (2) является чебышевской при любом a s Rn. Кроме 
того функция ср (а?) выпукла на Rn, поэтому ее точка строгого локального 
минимума является точкой глобального минимума и притом единственной. 
Таким образом, из теорем 1 и 2 следует обобщенная теорема Чебышева 
(*) (см. также (5)).
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2°. Доказательство теорем 1 и 2 опирается на следующие предложения 
теории минимакса.

Пусть функция t(x,y) непрерывна вместе с df(x, у) / дх на Rn X D, 
где D — некоторый компакт. Положим

Ф(ж) = max/(я, у),
yeD

R(x) = {y^D\f(x,y) =у(х)}, |

L(x) = co[df(^y) |y .

Предложение 1. Если a^Rn —точка минимума функции ф(я) на 
Rn, то 0 <= L(a) (см. (2), стр. 243).

Предложение 2. Если 0 — внутренняя точка множества L(a), то 
существуют ц > 0 и 6 > 0 такие, что

ср(ж) > <р(а) + уЦж — а|| при ||z — а)! С 6
(см. (2), стр. 82, 87).

В дальнейшем будет полезна также
Лемма. Пусть столбцы Ъа, bit... ,Ъп таковы, что определители — 

= | Ъа... bii-tbk+t... &„| при всех к еО : п отличны от нуля. Пусть, далее 
каждое из чисел g0, |i,..., равно +1 или —1.

Тогда равносильны два утверждения:

а) = (—1)^0-sign &Е1:щ

б) система уравнений
п

akZk^k — 0 (5)
й=0

имеет решение, в котором все ak положительны.
3°. Доказательство теоремы 1. Положим D = Q X {—1, 1}, 

У = («, В) е D, f(x, у) = (х, 0 - Тогда

Ф (х) — max | F (х, t) | = max / (х, у),
t&3 V<=D

R(a) = {(t, g) ^D\lF(a, t) = ф(а)},

L(fl) = co{£?^g^|(U)e= й(а)}.

В силу предложения 1 существуют различные пары (fA, £4) ^R(a), 
к е 0 :г,г п, и положительные числа а0, ai,..., а, такие, что

хр t дТ (a, tk) у,
2j aklk —57— = 0, 2j а* = !• (6)

k=O k=0

По определению R(a) будет ^(а, С) | = ф(а) и = sign F (a, tk). Отсюда, 
в частности, следует, что точки tk попарно различны. Так как векторы
дР (a, Ц) 

дх ’
дР (а Ц) дР (a, t)
—^7---- , ..—^7— при г^п — 1 по условию линейно не-

зависимы, то при г п — 1 равенства (6) невозможны. Поэтому г = п.

Столбцы
дР (a, t.)

bk = —g~c— , к е 0 :п, удовлетворяют условию леммы, a

= ±1. По лемме = (—l)^0-sign-^y, к е 1: п. Таким образом, выпол­
нено (3) и первая часть теоремы доказана.
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Неравенство (4) следует из предложения 2. Действительно, векторы 
t dF («, tk) t dF (a, to) , .

линейно независимы, ибо иначе равенства (6) выполнялись бы при г С п. 
Поэтому в силу (6)

О s intco
дР (a, tk) 

дх ks():n

т. е. О является внутренней точкой множества £(а).
Замечанпе 1. Очевидно, теорема 1 остается справедливой, если Q — 

компакт на вещественной осп, а система (2) является чебышевской на не­
котором отрезке, содержащем Q. Если прп этом считать, что ta<tl< ... 

то знаки всех определителей Д* будут одинаковыми, так что (3) пе­
репишется в виде

£*=(—1)*|о, *е1:п.
3 а м е ч а н и е 2. Из теоремы 1 легко следуют (в части необходимости) 

теорема Чебышева о наилучшей дробно-рациональной аппроксимации (см., 
например, (3), стр. 66) и теорема Райса о наилучшей аппроксимации экспо­
нентами (4).

Доказательство теоремы 2.
dF (a, tk)

Положим bk = —------ , к е
е 0 : ге. По условию выполнено (3), поэтому по лемме существуют поло­
жительные числа ссо, ai,...,an такие, что

п

2 a^k
к=о

dF (a, tk) 
дх = 0.

Можно считать, что а0 + а4 + ... + ап = 1. Поскольку (tk, gk) е R(a) 
при всех к е 0 : п, то Oei(a). Более того, OeintL(a) (доказательство 
такое же, как в теореме 1). Остается сослаться на предложение 2. Теорема 
доказана.

4°. Следующее утверждение является обобщением теоремы Валле — 
Пуссена С’5).

Теорема 3. Пусть для некоторого a^Rn нашлись п+1 точка 
to, из Q такие, что определители Aft при всех к^О :п отличны от
нуля, а знаки = sign F (a,th) связаны соотношением (3). Пусть также 
функция

4 (х) = max (F (х, tk) — F (а, <))} 
йео:п

выпукла на Rn.
Тогда

inf <р (ж) > min | F (a, tk) |.
xeRn teo:n

Доказательство легко следует из одной теоремы теории мини­
макса (см. (2), стр. 92).

Заметим, что если F(x,t) — ггщД/) + ... + xnun(t) —/(£), то функция 
ф(а:) выпукла. Поэтому теорема 3 может оказаться полезной при оценке 
снизу величины наилучшего приближения функций одной и нескольких 
переменных.
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