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1°. Великий русский кристаллограф Е. С. Федоров (*) чисто геометри­
ческим способом открыл существование двух видов двумерных и пяти ви­
дов трехмерных параллелоэдров, т.е. выпуклых многоугольников (много­
гранников), заполняющих при помощи параллельных переносов всю пло­
скость (пространство) без пропусков и перекрытий; он же показал, что 
при п = 2,3 других параллелоэдров не существует.

Г. Ф. Вороной в знаменитом мемуаре (2) исследовал так называемые 
примитивные параллелоэдры и показал, что каждый «-мерный примитив­
ный параллелоэдр есть аффинный образ области действия (области Дирих­
ле) некоторой вполне определенной данным параллелоэдром n-мерной ре 
шетки. В том же мемуаре Г. Ф. Вороной ввел понятие типа (примитивно 
го) параллелоэдра, дал алгорифм разыскания всех попарно неэквивалент­
ных типов «-мерных параллелоэдров, а также полный вывод и описание 
всех типов примитивных «-мерных параллелоэдров при п — 2, 3, 4; таких 
типов оказалось соответственно 1, 1, 3.

Б. Н. Делоне (3_е) построил метод пустого шара, при помощи которого 
передоказал более простым способом часть результатов работы (2), нашел 
все непримитивные четырехмерные параллелоэдры и, совместно с 
Н. Н. Сандаковой (7), дал еще один алгорифм разыскания «-мерных парал­
лелоэдров.

В последнее время в связи с прикладными задачами, в частности с за­
дачей о решетчатых покрытиях «-мерного пространства, выяснилась (8-10) 
важность перечисления всех типов «-мерных параллелоэдров при п > 4. 
Однако проведение алгорифма Вороного (“,12) приводит к колоссальным 
вычислительным трудностям и для « = 5 не дает искомого результата 
(в работе (“) названо 4 типа, в работе (12) названо 12 типов). Алгорифм 
Делоне — Сандаковой оказался практически непроходимым уже для п = 4 
несмотря даже на то, что в работе (13) перечислены все возможные векто­
ры смежности для формы, приведенной по Эрмиту — Минковскому 
(« = 3,4,5).

В этой заметке определяется С-тпп, смежностный тпп, «-мерного парал­
лелоэдра, обладающий, в частностп, следующими свойствами:

1. Каждый тип Вороного принадлежит только одному' С-тппу.
2. Каждому С-типу принадлежит конечное число типов Вороного.
3. Если некоторые два типа Вороного эквивалентны, то эквивалентны 

и содержащие их С-тппы.
В заметке дан алгорифм разыскания в конечное число шагов всех об­

щих С-типов для любого п. В качестве примера найдены все общие С-типы 
для п = 5, их оказалось 76. Это, в частности, дает оценку числа типов Во­
роного при п = 5.

В дальнейшем изложении мы будем считать известными все понятия и 
обозначения работ (2,6).

2°. Пусть дано два набора, две строки, целых чисел I — 1п)
п I' = (I/, 12',..., Z/). Скажем, что строка I сравнима со строкой V (по мо­
дулю 2), если h = Z,'(mod 2) при i = 1,2,..., п. Строку I = (еь е2,..., е„), 
состоящую из нулей и единиц, где е/ + е22 + ... + е„2 > О, мы будем назы-
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вать n-мерным индексом. Отметим, что множество индексов содержит 
2" — 1 элементов. Мы будем считать, что все индексы занумерованы в про­
извольном фиксированном порядке числами 1, 2, ..., 2" — 1.

Определение 1. Пусть / = /(zi, хг,..., хп) — положительная квад­
ратичная форма от п переменных и пусть 1а — произвольный индекс. Тогда 
скажем, что форма / принадлежит предтппу Z=(Zi, Z2, . . . , In) по индексу Л, 
если строка I сравнима с индексом 1а, а также дает арифметический мини­
мум формы / на множестве всех строк, сравнимых с индексом Zo.

Отметим, что форма /, принадлежащая предтипу I, принадлежит и 
предтипу —I. Форма /, принадлежащая по индексу 1„ только двум предтп- 
пам I и —I, называется общей формой предтипа I (—Z) по индексу 1„.

Определение 2. Положительная форма / = f(xlt х2,..., хп) при­
надлежит С-типу Д, определяемому набором строк

Za = (Zal, Za2, • • • j ZOn), (1)

где o=l, 2,..., 2”—1, если для каждого о она принадлежит предтипу 
Za = (Zol, Z02,..., za„) по индексу Ia.

Теорема 1. С-типы удовлетворяют всем условиям, перечисленным 
в 1°.

Эта теорема фактически очевидна, так как строки (1) суть координат­
ные строки векторов смежности, а в определении типа Вороного участвуют 
не только координаты всех векторов смежности, но и группировки их по 
Z-симплексам, причем таких группировок для каждого набора строк вида 
(1) лишь конечное число.

Обычным образом определяем в пространстве коэффициентов форм от п 
переменных область С-типа, тогда теореме 1 можно дать такую форму­
лировку:

Теорема 1'. Разбиение конуса К, см. (14), на области типов Вороного 
•есть конечное подразделение разбиения конуса на области С-типов.

Из теоремы 1' и выпуклости областей предтипов вытекают такие след­
ствия:

Следствие 1. Области С-типов суть конечногранные выпуклые бес­
конечные пирамиды с вершиной О, полностью лежащие в конусе К.

Следствие 2. Разбиение конуса К на области С-типов внутри кону­
са К локально конечно.

Следствие 3. Для того чтобы форма f была внутренней формой об­
ласти некоторого С-типа необходимо и достаточно, чтобы ее предтип по 
каждому индексу 1а, о = 1, 2,..., 2П — 1, определялся однозначно.

К более детальному исследованию соотношений между С-типами и ти­
пами Вороного мы вернемся в одной из последующих публикаций.

3°. Квадратичную форму f(xi, х2,..., хп) ранга г назовем простой, еслп 
она целочисленным унпмодулярным преобразованием приводится к виду 
/ (^1, ^2, • • • , Хт) .

Ограниченный конечногранный многогранник Q <= К назовем простым, 
если всем его вершинам соответствуют простые квадратичные формы.

Определение 3. Бесконечную пирамиду над простым многогранни­
ком и с вершиной в точке О будем называть простой.

Определение 4. Множество Q<=K\K будем называть С-к о и е ч- 
ным (смежностно-конечным), если существует такая константа 
<о = со (й), что для любой формы / е й п для любого индекса Za выполнено 
соотношение + 12 + ... + 1пг < со, где (Zt, Z2,..., Z„) — предтип, которому 
принадлежит форма / по индексу Za.

Теорема 2. Для того чтобы множество О сК \ К было С-конечным, 
необходимо и достаточно, чтобы оно могло быть вложенным в простую пи­
рамиду (константа со может быть вычислена по этой пирамиде).

Исторически первым примером С-конечной области является, в силу 
теоремы Сандаковой (7), область приведения Минковского (15,16,13). При-
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мерой С-конечного множества является любая С-область (1S), а также (за­
мечание Б. Н. Делоне) любое множество, лежащее в объединении конеч­
ного числа областей, эквивалентных области Минковского. Более того, ока­
зывается, что любая С-конечная область обязана лежать в таком конечном 
объединении областей Минковского. Эти два последние замечания дают 
один из путей доказательства теоремы 2. Наиболее интересный факт на 
этом пути дается леммой 1.

Лемма 1. Каждая простая пирамида лежит в объединении конечного 
числа областей, эквивалентных области приведения Минковского.

4°. Предлагаемый нами алгорифм отыскания С-типов состоит в сле­
дующем.

1) Зафиксируем произвольную С-конечную область приведения 5s, 
которой соответствует конечный алгорифм приведения. Такой областью 
может быть, например, или область Минковского, или область Венко­
ва (“,,3), или, что будет удобнее всего практически, состоящая из несколь­
ких простых пирамид область первого приведения, приведения по совре­
менным формам, Вороного (17).

2) Разобьем выбранную область 3 на области предтппов, это действие 
может быть произведено в конечное число шагов.

3) Разобьем область 3 на области С-тппов, это разбпенпе есть пересе­
чение конечного числа разбиений, найденных выше.

4) Определпм, пользуясь выбранным алгорифмом приведения, какие 
из полученных С-тппов эквивалентны между собой, и оставим только по­
парно неэквивалентные. Заметим, что в случае фундаментальности выбран­
ной области 3 «лишними» могут оказаться только те области С-типа, ко­
торые пересекаются с границей области 3.

5°. Перейдем к примерам. При любом п > 2 существует (17) совершен­
ная область R, для которой справедливо

Предложение. Область R есть область С-типа, для которого 
1«, = е.а, i = 1,2,..., га; о = -1,2,..., 2” — 1.

Действительно, область R есть область типа Вороного (2), поэтому она 
содержится в области С-типа. С другой стороны, на каждой точке любой 
из граней области R предтип по какому-нибудь из индексов определен не­
однозначно. Например, на каждой точке грани, противолежащей ребру 
X(xi — х2)2, предтип по индексу 1= (1,1, 0,..., 0) может быть равным 
либо (1, —1, 0, ..., 0), либо I.

Заметим, что, в силу теоремы Диксона (18), область R единственная 
совершенная область, совпадающая с областью типа.

При га = 2,3 область приведения совпадает с областью R, следователь­
но, в этпх размерностях существует только по одному С-типу.

6°. При га = 4 существуют две совершенных области R ий(; относитель­
но области 7?i справедливо следующее

Предл ожени е. Область Rt по каждому из индексов (1, 1, 1, 0), 
(1, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1) разбивается на 4 предтипа, эти разбиения эквива­
лентны между собой относительно группы области Rt. По каждому из 
оставшихся индексов область R, принадлежит только одному предтипу. Пе­
ресекаясь, все эти области предтипа дают 64 области С-типа, из которых 
существенно различны только две.

Итак, при га = 4 существует только три С-типа.
7°. При га — 5 совершенных областей уже три: R, Rh R2; относительно1 

области R2 здесь справедливо следующее неожиданное
Предложение. Каждая область С-типа, пересекающаяся с обла­

стью R2, пересекается и с областью, эквивалентной области R,.
Это предложение дает возможность при перечислении пятимерных 

С-типов учитывать только те, области которых пересекаются с областью Rh 
и, разумеется, первый тип. Относительно области при га = 5 справедливо

Предложение. Область Rt по каждому из десяти индексов 
(1, 1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, О, 1),
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(1, 1, 0, 1, 1), (О, О, 1, 1, О), (О, О, 1, О, 1) (О, О, О, 1, 1), (О, О, 1, 1, 1) раз­
бивается на 6 предтипов, эти 10 разбиений эквивалентны между собой от­
носительно группы области Ri. По каждому из остальных индексов об­
ласть Ri принадлежит лишь одному предтипу.

Из получившихся 610 систем неравенств удается выбрать все совмест­
ные попарно неэквивалентные системы, а после отбрасывания части обла­
стей С-типа, пересекающихся с границей области R{, удается выделить все­
попарно неэквивалентные области С-типа.
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