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Настоящая заметка посвящена использованию степенных рядов для ре­
шения некоторых алгоритмических проблем для контекстно-свободных 
(к.с.) грамматик.

Понятия контекстно-свободной, нормальной (в смысле Хомского) и од­
нозначной грамматики считаются известными (*). В дальнейшем под грам­
матикой понимается нормальная к.с. грамматика. Буквами Ah Аг,Ап, 
В,, Вг,..., Вт мы будем обозначать нетерминальные символы, At, Bt — 
всегда начальные символы, at, а2,... ,ак — терминальные символы. Грамма­
тике <V,VT,At,P> можно поставить в соответствие систему уравнений 
относительно формальных степенных рядов At,A2,...,An от некоммути­
рующих переменных щ,..., щ с коэффициентами из поля действительных 
чисел. Одним из решений этой системы будет n-ка степенных рядов, для 
которой коэффициент при цепочке в ряде At равен числу выводов этой це­
почки в грамматике <У, VT, А{, Р> (*).

Известно следующее обобщение к.с. грамматик (2). Каждому правилу 
сопоставлено некоторое действительное число — его вес, которое является 
коэффициентом при правой части этого правила в правой части соответ­
ствующего уравнения. Вес выводимой цепочки определяется как сумма по 
всем выводам данной цепочки произведений весов, примененных в выводе 
правил. Дальнейшие рассуждения в равной степени применимы к весо­
вым и обычным грамматикам, т.е. весовым грамматикам, у которых все 
веса равны 1.

Для системы уравнений, соответствующей грамматике, существует 
только одно решение с нулевыми свободными членами степенных рядов 
(отсутствие свободного члена соответствует невыводимости пустой цепоч­
ки пз Аг). Действительно, множество слов длины 1, выводимых из А,-, 
определяется однозначно в силу нормальности грамматики. Коэффициенты 
прп цепочках длины k + 1 в левых частях уравнений определяются коэф­
фициентами при цепочках длины не более к в А,, стоящих в правых час­
тях уравнений.

Мы будем использовать степенные ряды над полем действительных чи­
сел с коммутирующими переменными. Гомоморфизм, отображающий коль­
цо степенных рядов, задается отображением VT на множество образующих 
свободной коммутативной полугруппы и считается фиксированным. Оче­
видно, коммутативный образ системы уравнений, соответствующей грам­
матике, имеет единственное решение без свободных членов, которое яв­
ляется коммутативным образом решения без свободных членов некоммута­
тивной системы.

Укажем некоторую оценку для роста коэффициентов степенного ряда, 
задаваемого грамматикой.

Лемма 1. Для всякой грамматики с р правилами число выводов слов 
длины п не превосходит р~п.

Доказательство. Каждому дереву вывода можно однозначно сопо­
ставить последовательность применения правил, задающую левосторонний 
вывод. Длина этой последовательности не превосходит 2п.
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Из леммы 1 непосредственно вытекает
Лемма 2. Коммутативный образ ряда, задаваемого грамматикой, име­

ет ненулевой радиус сходимости.
Фиксируем алфавит {аь . . . , ak} коммутирующих переменных коммута­

тивных сходящихся степенных рядов. Для заданных рядов п, ... ,гп суще­
ствует е такое, что при подстановке действительных чисел ch,..., щ,. 
| а, | < е, вместо щ, ..., ah в ряды п,..., г„ получим некоторые сходящиеся 
ряды с суммами п,...,г„ соответственно. Такая подстановка задает гомо­
морфизм подкольца с образующими и,..., тп кольца степенных рядов 
в кольцо действительных чисел.

Следующая лемма известна из анализа (3).
Лемма 3. Если два ряда сходятся в некоторой окрестности |at |<e 

и задают в этой окрестности одну и ту же функцию, то они равны.
Лемма 4. В некоторой окрестности |щ|<е, i — 1, ...,к; |Я3|<е, 

j — 1,... ,п, система уравнений, соответствующая грамматике, задает 
(X, ...,Хг) как однозначную функцию от (ch,. .. ,щ).

Доказательство. Утверждение леммы непосредственно вытекает 
из теоремы о неявной функции (3) и нормальности грамматики.

Теорема. Существует алгоритм, позволяющий по двум заданным 
грамматикам установить, совпадают ли коммутативные образы порождае­
мых ими степенных рядов.

Доказательство. Пусть общий терминальный алфавит грамматик 
есть {at,.. .,ah}, нетерминальные алфавиты {А 15..., А „} и {В,,..., Вт}. 
Предикат Pi(At,..., Ап, щ, ...,щ) истинный, когда коммутативные ряды 
Ai, ..., Ап являются решениями системы уравнений, задаваемой первой 
грамматикой, т.е. Pi есть конъюнкция равенств системы; Р, есть конъюнк­
ция тех же равенств, но Af и а, везде заменены на X и а>. Аналогично 
определим Р2 и Р2 для второй системы. Равенство рядов, порождаемых 
грамматиками, есть равенство рядов без свободного члена At и Bt, являю­
щихся первыми компонентами решений соответствующих систем. По лем­
ме 3 равенство этих рядов эквивалентно совпадению соответствующих им 
функций X и Bt. По лемме 4 решение, задаваемое такой функцией, суще­
ствует и единственно при |щ|<е, |Х|<е, |Х|<е для некоторого s. 
Следовательно, равенство функций эквивалентно равенству первых компо­
нент решений системы (как функций от щ). Итак, равенство коммута­
тивных образов рядов, задаваемых грамматиками, эквивалентно истинно­
сти следующего высказывания:

п тп
х>о УХ,-,ЛЛ1,...Лп, X,...,^((A|XI<8AAI#il<sA

1 1
k

A A I X IA 8 A A (^i> •••> X, •••> ^k) A ^2(Bi,..., Bm, alt..., ai;)) zd

=>X = X).
Из разрешимости элементарной теории действительных чисел (4) вы­

текает существование алгоритма, позволяющего проверить истинность это­
го высказывания. Теорема доказана.

Следствие 1. Если для некоторого языка имеется однозначная грам­
матика, то можно алгоритмически решить вопрос, является ли другая грам­
матика, порождающая тот же язык, однозначной.

Следствие 2. Пусть заданы две однозначные грамматики, порож­
дающие языки, про которые известно, что один из них содержится в дру­
гом. Тогда разрешима проблема равенства этих языков.

Следствия 1 и 2 непосредственно вытекают из теоремы. Заметим, что 
в условиях следствия 2, если языки не совпадают, можно, исходя из знака 
разности, алгоритмически решить, какое из включений имеет место.

Следствие 3. Разрешима проблема равенства языка, порождаемого 
однозначной грамматикой, и автоматного языка.
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Доказательство. Можно эффективно построить пересечение к. с. 
языка с (автоматным) дополнением к автоматному и проверить пустоту 
этого пересечения; следовательно, проблема включения разрешима. По ав­
томатной грамматике можно построить однозначную грамматику, порож­
дающую тот же язык (*). Остается применить следствие 2. Последний факт 
представляет интерес в связи с тем, что проблема равенства к. с. языка 
автоматному разрешима только в том случае, когда последний ограни­
чен (6).

Теорема и следствия применимы не только к однозначным граммати­
кам, но и в случаях, когда все выводимые цепочки имеют равную степень 
неоднозначности или все цепочки имеют степень неоднозначности, не пре­
восходящую двух, а множество цепочек с неоднозначностью два или его 
дополнение задается некоторой однозначной грамматикой, и т.д. Практи­
ческий интерес представляет также следующая задача, ответ на которую 
дает доказанная теорема: по двум заданным вероятностным к. с. граммати­
кам (а) установить, совпадают ли для этих грамматик вероятности вывода 
цепочки длины п для всех п.
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сании настоящей работы.
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