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В ряде задач, связанных с изучением предельного поведения сумм слу­
чайных величин на полумарковском процессе, некоторых аддитивных 
функционалов от случайных блужданий, возникают суперпозиции процес­
са такого вида, когда один процесс останавливается в момент достижения 
другим некоторого уровня. В данной работе указывается явный вид преоб- 
газования Лапласа характеристической функции такой суперпозиции для 
процессов с независимыми приращениями и марковских процессов.

Рассмотрим процесс z(f) = {|(i), y(i)}, />0. Скажем, что z(i) удов­
летворяет условию А, если z(i)s(—°°, оо)гХ[0, о°], i>0, и z(i)— 
: тохастически непрерывный процесс, непрерывен справа и с вероятностью 
единица не имеет разрывов 2-го рода, причем у (£) монотонно не убывает и

—*оо при i->oo. Положим 
p,(£)=inf{s: s>0, г/($)>£}, £>0.

Нас будут интересовать распределения величин £_(£)=g(|i(f)—) и 
£+(i) =§(y,(i)) (под/(£—) понимается lim /(ж)).О

Обозначим
00

т|)(Aj, Л2, s)= J e_s'J/exp{j[ (At,?_(i)) + (A.2,?+(i)) ]}dt, Res>0, 
0

где At, X2 — произвольные векторы из (—°°, °°)r a (•, •) — символ скаляр­
ного произведения. Имеет место

Лемма. Если z (i) удовлетворяет условию А, то

П->оо «
k=Q

(1)

Доказательство. Для любого 1 положим

{?п-(г)Л«+Ц)}=
' (-1 к \ - /А+1 \) к , х к+1щ —)л(------- Н, если —<ц(г)^-------- .

' й=0,1,.
Тогда очевидно, что с вероятностью единица при п-+°°

&-(0, L+(i)}-{?-(i),?+a)}, (2>
причем из монотонности у (£) следует, что процессы (f), £+ (i) не имеют 
разрывов 2-го рода. Обозначим через <pn(^i, Х2, 0 и <p(Xi, Х2, i) соответст- 
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венно характеристические функции совместных распределений векторов 
{ъп~(i),Сп+ (£)} и (?_(i),?+(f)}. Из (2) следует, что ф„(Л1, Х2, f)-* 
->ф(Л1, Л2, t) и ф(Л1; Л2, t) по t не имеет разрывов 2-го рода, откуда не­
трудно получить, что

00

ф(Ль s) = lim J е_,<фп(Х1, Л2, f)df.

Но по формуле полной вероятности

Фп(Х1, Х2, Q= exp|i[( +

*—о

откуда после несложных преобразований следует (1).
Пз леммы для конкретных классов процессов нетрудно получить сле­

дующие результаты.
Теорема 1. Пусть z(t) — процесс с независимыми приращениями, 

удовлетворяющий условию А. Обозначим

/(X, *, t)=lfexp{i(X, |(i))—sy(i)}, f>0, Re s>0.
Тогда

В частности, если z(t) — однородный процесс и z(0) = {0, 0}, т. е. 
/(Л, s, f)=exp{a(7., s)f}, где а (Л, s) — кумулянта процесса z(t), то

ф(Х4, Х2, s')
1 а(Х2,з)—а(Х2,0)
S а^+Лг, s)

Следствие. Пусть z (i) — однородный процесс с независимыми при­
ращениями, удовлетворяющий условию А и z(0) = {(5, 0}. Обозначим

Ti“=f-!/(p(f)-), Ti+=l/(|T(i))-f,

Тогда

J e~stM exp{i(Z, тр)—щтс—u2xf+ — u3p(t)}dt= 
0

а(Л, s+uO — a(A, u2) 
(s+a-!—u2) (a(0, s) — u3)

Reiz-цХ), A=l, ...,3.

Эти результаты согласуются с (*,2).
Пусть теперь z (i) — марковский процесс. Положим 

F(a, b, Л, s, t, u)=M[er^^~‘vW/z(t)={a, b} ], 

а<=(—°°, °о)г, 6е[0, о°), 0<f=Cu, Re s>0.

Теорема 2. Если z(t) — марковский процесс, удовлетворяющий усло­
вию А, то

ф(А,, Л2, s) = — [Tfei(x,’5(x>) \e~svM F (g,(x) ,y(x), x, x+dx, X2,0) —
s Jo
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гое понимается
-F(l(x),y (х), х, x+dx, Х2, s) ],

В частности, если
1

lim — (F (a, b, X, s,t,t+h) —e,(i-.a)-sb) =/ (а, Ъ, Л, s, t) 
л->+о h

равномерно no {a, b, /} из любой ограниченной области в °°) ГХ
Х[0 ,°°)Х[0, °°), то 

[ e-SB<x)/ (В (а:), у (ж), Л2, 0, х) - 

^2> s, х)]dx.

Как следствие отсюда также можно получить совместное распределение 
недоскока, перескока и ц (i).

Рассмотрим теперь случай, когда остановка происходит в момент дости­
жения некоторого случайного уровня. Пусть z_(£) = {g(I), Z/(0} и n(t), 
i^O,—случайные процессы такие, что процесс {§(£), у (t)-n(t')} удовлет­
воряет условию Аир (0) — п (0) =а<0. Положим p=inf {s: s>0, у (s) (s)}.
Нас будут интересовать распределения величин £±=|(|х±). В этом случае 
вместо процесса р(0 в теоремах 1 и 2 достаточно рассмотреть процесс 
a+y(t) — n(t) и, если обозначить через <р(Л1, Л2, х) обращение преобразова­
ния Лапласа Л2, s) по s, т. е.

J е_8Хф(Л1, Л2,ж) dr=i|j(X1, Х2,s), 
о

то соответственно в предположениях теорем 1 или 2 относительно процес­
са {§(£), a+y(t)—n(t)} получим, что

Л/ехр{г[(А1, g“) + (Z2, ?+)]}=<р(^1, Х2, а—).

Если нас будут интересовать распределения недоскока и перескока че­
рез процесс n(t), то в качестве |(1) достаточно взять процесс y(t)— n(t). 
Киевский государственный университет Поступило
им. Т. Г. Шевченко 20 II 1973
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