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Рассмотрим банаховы алгебры Go и Gt, непрерывно вложенные в отде­
лимое линейное топологическое пространство X. Будем предполагать, что 
единичные элементы в Ga и Gt совпадают: eGo = eG1 = е. Обозначим через 

■о0(а), рс(а) соответственно, спектр и резольвентное множество элемента а 
в алгебре G. Пусть «eG0(lG1 и для всех z.epGo(a) 3pG1(a) имеет место 
.равенство

(а — = (а — (1)
В работе (*) доказано, что в этом случае любая связная компонента 

множества oGo(a) имеет непустое пересечение с множеством oG1(a).
Пусть область 3 с кусочно-гладкой границей Г удовлетворяет усло­

виям:
а) 3) П о0о(а) =+ Ф,
б) множество Г] = Г П ц0о(а) имеет на кривой Г меру 0.
Теорема 1. Если существует голоморфная и ограниченная в 3) 

функция <р(Х) ^0 такая, что
| ср (X) 11| (a — Хе)-1 ||G|J dA, < сю, (2)

г
то 3 Л oG1(a) ¥= Ф, где 3) — замыкание 3).

Доказательство. Предположим, что 3) П <jG1(a) = Ф. В силу (2) 
•существует несобственный интеграл

Ро = \ <p(X)(a — ke)^,dk.
Г\Г,

Нетрудно показать, что Ро += 0. С другой стороны, положим
= ( <р (X) (а — Хе)^1, dX = \ <р (X) (а — Xe)G* dK = 0. 

г\г, г
Из условия (1) следует, что Ро и Pt можно представить в виде пределов 

в Go и Gt соответственно равных интегральных сумм. Так как Go и Gt вло­
жены в отделимое пространство, то Ро — Pt = 0. Получаем противоречие. 
Теорема доказана.

В работе (2) интеграл (2) по контуру, проходящему через спектр, ис­
пользовался для доказательства отделимости спектра. Там, в частности, 
с помощью одного результата Левинсона даются условия на спектр и рост 
резольвенты, при которых существует контур Г и функция ср (X) такая, что 
интеграл (2) сходится.

Проводя аналогичные рассуждения, из теоремы 1 получаем
Следствие 1. Пусть пересечение некоторой области со спектром 

с0о(а') является открытой простой гладкой дугой А и элемент а удовлетво­
ряет условию (1). Пусть, далее, в окрестности каждой точки цеА спра­
ведливо неравенство

||(а-Хе)-‘||0о<М[р(Х, Л)],
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где р(Х, Л) —расстояние от X до Л, Л/(р) —невозрастающая функция:
£

от р, удовлетворяющая условию In In Л/(р) dp < °° для некоторога 

е > 0. Тогда Лс aG,(a).
Напомним, что два банахова пространства Ео и Et, непрерывно вложен­

ные в отделимое линейное топологическое пространство X, называются 
интерполяционной парой. По интерполяционной паре Ео, EY строятся бана­
ховы пространства Ео А Et и E0 + Ei (см. (4)). Если Ео A Е, плотно в Eir 
i = 0,1, то банахова алгебра S(Et) ограниченных операторов в Ei непре­
рывно вложена в банахово пространство операторов из Е<, А Е{ в Еа + Е, 
и к оператору И из S (Ео) А2’(Е,), удовлетворяющему условию (1), при­
менима теорема 1. Заметим, что каждый оператор из S (Ео) А S (Ei) 
естественно доопределяется по линейности на Ео + Et. При этом усло­
вие (1) эквивалентно однозначной разрешимости уравнения (Л — ’kl)x=y 
в пространстве Ео + Et для /. ер£с(Я) А рЕ, (Л). В случае непрерывно вло­
женных пространств Et <=Е0 условие (1) выполняется автоматически.

Множество X таких, что оператор (Л — XZ) не нётеров, назовем Ф-спек- 
тром оператора Л и обозначим его через оЕф(Л), дополнение к оЕф(Л) 
обозначим через рЕф(Л).

Положим Go = ЗЦЕо) / М(Е0) и Gt = S(Et) / УТ(Et), где УТ(Е>) - 
идеал компактных операторов в пространстве Е{. Обозначим через л{ кано­
ническое отображение S (Е$) на G,-. Пользуясь тем, что оЕ1ф(Л) = oGI(л,Л),, 
получим утверждение, аналогичное теореме 1 для Ф-спектров оператора. 
Как показано в работе (’), в этом случае условие (1) эквивалентно сле­
дующему:

Хео п е, (Л — XZ) = %Ео (Л — XZ) = %Е, (Л — XZ), $
где Хв(Л) —индекс оператора Л в пространстве Е.

2. Пусть Ео и Et (Го и Е,) — интерполяционные пары. Рассмотрим се­
мейства банаховых пространств Еа (Fa), зависящих от а е [0, 1], причем 
при 0 < а < 1 пространства Еа (Fa) являются промежуточными между Ео 
и Et (Fo-nFi), т.е. Ео A Ei^Ea<=E0+Et (Ео Л Е,с:Еа<=Е0+Е,) (знак <= здесь 
и в дальнейшем означает непрерывное вложение). Будем говорить, что 
семейство Еа обладает интерполяционным свойством относительно Fa, если 
для всякого линейного оператора, действующего из Ео + Ei в Fо + Ft, су­
жение которого на Ej является ограниченным оператором из Et в Fir 
7 = 0,1, сужение на пространство Еа дает ограниченный оператор из Еа 
в Fa, 0 < а < 1. В дальнейшем мы будем рассматривать семейства Еаг 
удовлетворяющие условию:

(I). Для любого интервала [е, 1 — е] <= (0,1) семейство Ев-^+ац-^ 
построено комплексным методом интерполяции (4) по пространствам Ег 
и sE,_e.

Обозначим через (Ео, Е,) вр пространство средних (5), через [Е^Е,]»— 
пространство, полученное из Ео, Е, комплексным методом. Условие (I) вы­
полняется, в частности, для аналитических шкал (6) и для семейств 
[Ео, ЕДо. В работах (7, 8) даны достаточные условия для выполнения

[(Ео, Ei) е,р, (Ео, Е,) е!Р]а — (Ео, Е1) (1—а) 01+а02Р’
В этом случае семейство (Ео, Е,)еР также удовлетворяет условию (I).

Множество а таких, что оператор А действует из Еа в Еа, обозначим 
через ЙА. Внутренность ЙА обозначим через QA. Пусть КА — подмножество 
а из ЙА, для которых уравнение Ах = у, где х е Еа, у е Еа, корректно раз- 

. „ IIАх k л
решимо, т.е. inf —=—,,---- 0. Если Еа обладает интерполяционным свой-

х#0 И Х Ика
ством относительно Fa, то QA — связное подмножество [0, 1], однако КА. 
может быть несвязно.
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Теорема 2. Если семейства Еа и Fa удовлетворяют условию (I), то 
KAf}£iA открыто.

Приведем набросок доказательства. Очевидно, достаточно 
рассмотреть случай, когда семейства Еа, Fa построены комплексным мето­
дом по пространствам Ео и Е{, Fo и Ft соответственно ийА= [0,1]. Пусть 
а0 е КА Л (0,1). Для достаточно малых г[а0 — г, а0 + г] <= (0, 1). Сущест­
вует число уао > 0 такое, что для всех х^Еа„ из ||z||Eao = l следует 
114л:||, > уа„. Выберем число С, для которого ||А||Еа-»кв < С, а е [0,1].

Без доказательства сформулируем следующее утверждение.
Лемма 1. Существуют числа t и б такие, что для любых х е Ео Л Еь 

a е (а0 — г, а0 + г), для которых ||л:||Еа = 1, найдется голоморфная в обла­
сти 0={|z — а|<б}Л {Re z е (а0 — г, а0 + т)} функция х (z) со значе­
ниями в Е„ Г) Elf для которой t< ||.r(z) ||ERez< 2 и ж(а) = х.

Положим R = min (б, г). Возьмем число а! е (а0—R, а0 + Е) и эле­
мент х1 из Ео Л Ei такой, что ||ж1||Еа = 1. Пусть ж(г) — функция из леммы 1 
для элемента xt. Так как ЦАх (а0) ||F > t^a„ то найдется у0 е Р<и', для ко­
торого II у о ||Е' .= 1 и | ро(АаДао)) |> Из формулы для нормы в простран­
стве Fa' (см. (4)) следует, что существует голоморфная в Fo' + Е/ функция 
p(z) такая, что у(а0) = у0 и ||y(z)llFRe < 2. Рассмотрим функцию ф(г) = 
= y(z) (Ax(z')). Функция q>(z) голоморфна в области Ф, |<p(z)|<4C и 
| ф (а0) I > гуа». Из формулы Коши ф' (z0) = ■ (zT_^z0)2~ dz следует, что

|ф(а1)-ф(а0)|<^|1~_аПа'|- (3)

тт I | . 4С131 — оо IДля достаточно малых | ott — а01 величина q = гфао — д _[ ai_ 3 j по­
ложительна. Из неравенства (3) получаем |ф(а1)|><7. Отсюда ||Azil|Fai> 

q 2> 0. Так как Ео Л Е^ плотно в Еа„ то ai е КА.
Следствие 2. Пусть Еа, Fa удовлетворяют условию (I) и, кроме то­

го, семейство Еа интерполяционно относительно Fa, 0 «С a < 1. Если Еа <= Ео 
и Е, <=Fh то множество а из (0, 1) таких, что Еа замкнуто в Fa, открыто.

Обозначим через ФА множество а таких, что оператор А действует из 
Еа в Fa и является нётеровым. Если а е Ф А, то через (А), п„ (А) и da (А) 
обозначим индекс, размерность нуль-пространства и дефект сужения опе­
ратора А соответственно на пространство Еа. В работе (9) множество ФА 
описано для сингулярного интегрального оператора А с кусочно-непрерыв­
ными коэффициентами в пространствах Lp. При этом, если pt, р2 принадле­
жат фА и /рДЛ) хР!(Д), то найдется р такое, что р1 < р < р2 и р не при­
надлежит Ф А. Имеются примеры, когда %а(А) меняется в связной компо­
ненте Фа, однако это изменение происходит в граничных точках Ф А.

Теорема 3. Множество ФА Л ЙА открыто. Если ai и лежат в связ­
ной компоненте множества STЛ Л QA, то ХаДА) = Хаг(А).

Следствие 3. Если Eaj <= Ea„ Ea, <= Ea, при a4 < a2 и [ab a2] <= Ф A П 
Л Qa, to na,(A) = пвДА) и da,(A) = da,(A).
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