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Линейный функционал Fn в пространстве алгебраических полиномов 
{Рп(х)} степени не выше п с равномерной метрикой будем задавать в фор­
ме Fn = Цо,. • •, цп, положив Fn(xk) = цА, к = 0,... ,п.

Согласно (*), стр. 24, заданный в такой форме функционал будем назы­
вать отрезком-функционалом п пногда отрезком, а числа ц*, к = 0,..., п,— 
его параметрами.

Полином Qn(x), II (М =1, будем называть экстремальным или обслу­
живающим функционал Fn, если Fn{Qn) = +Nn, где Nn — норма Fn, а точ­
ки 0 1, г = 1,..., з, в которых | <2п(о,) | = 1, его узлами.

Согласно (*), стр. 74, паспортом полинома Qn(x), ||<?«|| = 1, назовем 
тройку чисел (re, s, р), где п — степень s — число его узлов, р — чис­
ло повторений на [0,1], где повторением называем факт, когда двум со­
седним узлам щ соответствуют одинаковые знаки отклонений.

Из (*), стр. 26 и стр. 38, следует, что если отрезок-функционал (ца)о”
S 

имеет экстремальный полином Qn(x) степени и>1, то Цй=2^»°^» 
i=l 

к = 0,..., п, где (о4) Is узлы полинома (?„(ж). Такую структуру называем 
узловой, а числа (б.)/ — нагрузками узлов полинома Qn(x). Среди чисел 
(6i)ts могут оказаться и нули. Те из узлов щ, у которых б» =И= О, называем 
нагруженными.

Согласно (*), стр. 74, паспортом отрезка (щ)о” называем тройку чисел 
[п, s, р], где п — степень его экстремального полинома, s — число нагру­
женных узлов этого полинома, р — число повторений на [0, 1].

Согласно (‘), стр. 47, каков бы ни был отрезок-функционал (ц;)’01_1 = 
= Оо,..., 0„_i, существуют два таких числа ц/ < ц„", что отрезок (цОо” —

Цо, • • •» Цп—1, Цп,

а) при ц„ > р„' обслуживается полиномом Чебышева Тп(х) — 
= cos п arccos (2х — 1) и не обслуживается им ни при каком значении 
Цп С Цп ,

б) при цп=С ц/ обслуживается полиномом Чебышева —Тп(х) и не об­
служивается им ни при каком значении ц„ > цп'.

Интервал (ц/, Ц„") называется чебышевским критическим интервалом 
отрезка, имеющего базис (щ) о_1, для n-го параметра. Обозначим через 
{<?„(.£, 0)} множество экстремальных полиномов, определенных отрезком- 
функционалом Оо,... ,0„_2, И-,, 0 при 72(га — 1) < 0 < */2(н + 1).

Согласно (2), стр. 24, при 0 = п/2 это полиномы паспорта [и, п, 0], со­
впадающие с полиномами Е. И. Золотарева (3), приведенными к промежут­
ку [0, 1] и шах модулю, равному единице.

Согласно (4), будем говорить, что отрезок-функционал (щ)оп = 
— Цо,..., Цп-i, 0 обладает золотаревской устойчивостью, если для любого 0, 
лежащего в чебышевском критическом интервале (ц/< 0 < ц/'), отрезок 
(цЭо" принадлежит паспорту [тг, п, 0] и обслуживается некоторым поли­
номом <2„(х, 0) или —Qn(x, 0), причем, когда 0 изменяется от ц/ до ц„",. 
то множество обслуживающих полиномов совпадает либо с множеством 
{Qn(x, 0)}, либо с {—Qn(x, 0)}.
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Из (4) известно, что, каков бы ни был отрезок-функционал (pi)„ 
имеются два таких числа An-i <С An-i, что отрезок вида ц0,..., Цп-i, 0 зо- 
лотаревски устойчив при ц„_1 > Л"_х и при p,„-i < A'n_t. В первом случае 
его обслуживают 0)}, во втором— {—Q„(x, 0)}. Интервал
Лп_1, называется золотаревским критическим интервалом отрезка,

[имеющего базис (цДд~2, для (п — 1)-го параметра.
В (4) установлено, что золотаревский критический интервал для 

(п —1)-го параметра любого базиса (цД^~2 охватывает чебышевский кри­
тический интервал того же параметра, т.е.

А п-1 Цп-1 <4 Нп-1 An-i-

В (5) доказано, что если через (Д,и )оп обозначить нагрузки при разло­
жении отрезка ц0,..., ц„-1, ц/' по узлам (-ц, „)0” полинома Чебышева 
Т„(х), то

Ln = ц„ - Цп = А(п’п/22”-1, (1)
где

Д(«) = шах е{ | А,, п |;
0<г<п

О < г < п, 
i = 0; i = п.

Теорема 1. Если в отрезке-функционале (цД параметр Цп-i на­
ходится вне золотаревского критического интервала для (п—1)-го пара­
метра, то при разложении отрезка ц0,..., Цп-t, ц/7 по узлам (т,, „)0” поли­
нома Чебышева Тп(х):

а) при Цп_1 Ип-1 Ао, п = 0 и ДО') — 2 | А», п |;
б) при цп_! < An-i Д"(п = 0 и А<") = 21 Ао,«|•
Доказательство теоремы построено на использовании: а) характера за­

висимости {Qn(x, 0)} от 0, изученного в (*), стр. 88—95; б) теоремы о не­
прерывной деформации (*), стр. 70; в) соотношения между (А;, До и (А;, Д" 
полученного в (5), где через (Ai,n)on обозначены нагрузки при разложе­
нии отрезка ц0,..., Цп-i, ц/ по узлам (т;, До" полинома Чебышева Т„(х)

Теорема 2. Каков бы ни был базис (цД"—\ существуют два числа 
h' < h", обладающие следующими свойствами: при разложении отрезка- 
функционала Цо,..., цп_2, Цп-1 + h, цп//(/г) по узлам (т,яД0” полинома Че­
бышева Тп(х):

1) условие А0,п (^) = 0 и (7г.) = 2 (А „Я"„(ЛД) выполняется при 
h" и не выполняется при h < h"\

2) условие An.n (Л) = 0 и 5<п)(Л) = 2| А0,п (Л) | выполняется при Ii^h' 
и не выполняется при h > h'.

Доказательство. Сделаем два предварительных замечания.
1) При разложении по узлам (т;, До” полинома Чебышева Тп(х) отрез­

ка (7Д0" = Оо,..., 0п_2, hn-i, Цп"(Ь') имеют место выражения для нагрузок:

5;, п
(— l)n ’Ti>n-/i е. п

О 271-1

i

при Л > О,

при Л<^0.
(2)

2) Если (АДп)о и (АД«)о есть нагрузки при разложении по узлам (т;, и)о” 
полинома Тп(х) отрезков (цД0” = Цо,..., ц„-1, ц„77 и (уДо” = уо,..., fn-i, }п", 
то нагрузки при разложении по узлам (т,яД0" полинома Тп(,х~) отрезка 
(фД о” = Цо + Yo,..., Цп-i + Y«-b ф/7 вычисляются как

А," „ = АД(1п 4- А^п - (- 1)"-4А<«)/ей i = 0,..., п, (3)
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где
Л(п) = min е{ | Ai,(1n + Ai.’n | •
~ oCi<n

Перейдем к доказательству теоремы.
Возьмем два отрезка

(И»)о Но> • • • > M'n-l» Нп И (Ti)o = ®0> • • • , On-2, ^n-1! Tn

Тогда нагрузки при разложении по узлам (тг, „)оп полинома Тп{х) отрезка 
Цо,..., Цп-2, Цп-1 + h, рп" (h) определяются из (2) и (3).

Для того чтобы Ao,n (h) = 0, необходимо и достаточно выполнения си­
стемы неравенств

2| Ао,п(Л)|<е{| А-.„(Л)|, i = l,...,n.

Обозначив через h” минимальное число, удовлетворяющее этой систе­
ме, получим

я
22"-1

max
0<i<n

Для того чтобы A(n) =2|Ап,п (Л)|, необходимо и достаточно выполне­
ния системы неравенств

21 АЙ, „ (Л) | > | A;, n (К) I, i = 0,... , (n — 1).

■Обозначив через h2" минимальное число, удовлетворяющее этой системе,
получим

Тогда

тах
2 0<i<n

h" — max {hi, hi}.

Существование и единственность числа h' доказывается аналогично.
Следствие. Для границ золотаревского критического интервала для 

(п — 1)-го параметра отрезка (ц<) имеют место оценки

АЙ-i > max {цй-i, (H«-i + h")}, < min {цй-i, (Ип-i + h')}. (4)

Теорема 3. Отрезок (ц,)о" = Цо,.. •, Цп-1, 0 золотаревски устойчив, 
■если при разложении по узлам (тг, „)оп полинома Тп(х) отрезка 
.Цо, • • • , Цп— 1, Цп •

а) при цп_х цм имеет, место А0,п = 0 и Д<”> = 2 | Ап,п|,
б) при цп_х Цп-i имеет место Дп, п — 0 и А<"> = 21 Ао, та|.
Используя теорему об единственности наилучшего продолжения не аб­

солютно монотонного отрезка (*), стр. 38, докажем, что в условиях теоре­
мы при любом рп' < 0 < Ц„" отрезок-функционал (щ)оп имеет ровно п на­
груженных узлов. Далее, воспользуемся следствием теоремы о непрерыв­
ной деформации (‘) стр. 78.

Следствие. Для границ золотаревского критического интервала для 
(п — 1)-го параметра отрезка (цОц-1 имеют место формулы

= max {цй-i, (Цп-i + h")}, A'n-j. = min {цй-i, (Цп-i + Л')}- (5)

Теорема 4. Если Ln(h) —длина чебышевского критического интер­
вала для п-го параметра отрезка-функционала ц0,..., ц„_2, pn-i+h, pn"(h), 
a (&i,n )on — нагрузки при разложении по узлам (т,-, п)оп полинома Тп(х} 
отрезка (ц,)0" = Цо, ■ ■ ■, ц„-1, Рп", то при цп_1 + h > An-i и при ц„_1 + h <
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< An-i имеет место
Лп (Л) = | л + (| An, n | - | л; n I) n/22"-21. (6)

Доказательство теоремы 4 построено на использованпп теоремы 4 
и формул (1) — (3).

Следствие, Внутри или на границе золотаревского критического ин­
тервала для (п — 1)-го параметра существует, по крайней мере, одна точка 
Pn-i + h0, при которой длина чебышевского критического интервала для 
п-го параметра минимальна.

Теорема 5. Внутри или на границе золотаревского критического ин­
тервала для (п — 1)-го параметра существует единственная точка 
при которой длина чебышевского критического интервала для п-го пара­
метра минимальна.

Доказательство. Докажем, что Ln(h) обладает следующими свой­
ствами:

1) если Ln(h) возрастает в точке h = h0, то Ln(h) возрастает при 
h > Ло;

2) если Ln(h) убывает в точке h = /г0, то Tn(/i) убывает при h < h0.
Обозначим через р и пг индексы ближайших к концам промежутка 

[0,1 ] узлов (г,-. п)о", в которых выполнены условия

Ap,n(/i) = 0, А<") (Л) = em | Am, п (Л) |.

Разобьем [ Дп-1, ^n-il точками |1(..., g; на промежутки, в каждом из кото­
рых индексы р и пг не меняются.

Применив к г-му промежутку (^_i < + h < формулу (3), по­
лучим

Ln (h) = тт, n — tPi n. (Ту

Отсюда: а) необходимым и достаточным условием возрастания (убыва­
ния) Ln(h) на [£г-1, £0 является пг<р (соответственно пг>р).

Тогда, использовав то, что с увеличением h индекс р может разве лишь 
уменьшиться, а индекс пг разве лишь увеличиться и с уменьшением h, на­
оборот, индекс р может разве лишь увеличиться, а индекс m разве лишь 
уменьшиться, получим свойства Ln(h) 1) и 2).

Из доказанных свойств Ln(h) следует, что, если точка /г° существует, то 
она единственная. Существование же точки h = h° утверждается в следст­
вии теоремы 4.

Следствие. Необходимым и достаточным условием того, что h = h°, 
является следующее: неравенство пг р (см. обозначения теоремы 5) при 
переходе через точку h = h° меняет знак на противоположный.

Ленинградский электротехнический институт связи Поступило
им. М. А. Бонч-Бруевича 19X11 1972.
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