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(Представлено академиком А. А. Дородницыным 19 II 1973)-

Мы предполагаем известными введенные А. А. Марковым языки Hi и 
Я2 {ST i и 9?2 в О), в частности, определение верной (истинной) формулы 
в каждом из этих языков. Замкнутую формулу А из Я. называем лож­
ной, если верна импликация =>А(=И=). Напоминаем, что система S2 содер­
жит следующие правила вывода:

ч А=>АВ
; 2)

=>АВ=>ВС
=>АС ’ 4)

=>АВ^АС
=>А&ВС ’

=> А С=>ВС
5 ^AJABC ’

&9ТЛ
7) -s^' 8)

=(D)В для всех Р 
9) ^XDB

где А, В. С — замкнутые формулы Я,, D — формула Ht в переменной X, 
Р — формальное слово, 9Т п Л — замкнутые формулы Я2 (в дальнейшем, 
если нет специальной оговорки, все формулы считаются замкнутыми).

Формула называется выводимой в S2 из формулы ST (пишем 
9Т\-Л), если она совпадает с 9Т, или верна в семантике Я2, пли получает­
ся по правилу вывода из формул, выводимых из £.

А. А. Марков установил, что система Я2 не является независимой и эк­
вивалентна своей подсистеме ST, получающейся отбрасыванием правила 
9). Целью настоящей заметки является доказательство того, что сохране­
ние правила 9) в системе позволяет опустить правила 4) и 5) и что ника­
кие дальнейшие упрощения уже невозможны.

Мы обозначаем символом ST' результат исключения правил 4) и 5) из 
52, а символом S2a — результат замены в системе ST правил 4) и 5) сле­
дующими:

4°)
=>АВ

-А&АВ
5°1

=>А5
=>\/АВВ '

Как известно, формуле А из Я, можно сопоставить формулу [Ах (также 
из Hi) в переменной X такую, что верны импликации =>ЛзХ[Ах и 
=>ЯХ[АХА и распознаваема истинность каждой формулы FPX([AX). Мы 
предполагаем фиксированными переменную X и способ построения [Ах 
по А. Введем систему ST, состоящую из правил 1), 3), 6), 7), 8) системы 
S2 и правила

^РХ{[АХ)В для всехР
=> А В

Сохраняя определение выводимости в S2 для всех рассматриваемых 
систем (с изменением лишь набора правил), мы говорим кроме того, что 
Л выводима из ST с высотой h {h — натуральное число), если Л
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< эвпадает с 2, или верна, или получается по одному из правил вывода, 
|все посылки которого выводимы из 2? с высотой h—1.

Теорема 1. Пусть 3? и Ж — формулы Я2. Следующие утверждения 
^бивалентны:

a)
б) S?hJteS2°-,
в) существует число h такое, что ЗА—Л в S2 с высотой h;
г) существует число h такое, что Зд\~Ж в S2" с высотой h. 
Доказательство включает следующие этапы.
а)->-б). Индукция по выводу в S2, что допустимо вследствие устрани­

мости правила 9). При этом четвертое правило заменяется по схеме
=>&АСА=>АВ

=>&АСВ
=>АС =>&АС&&АСВ =>&&АСВ&ВС

■^А&АС ' =>&АС&ВС

=>А&ВС
Для правила 5) осуществляется двойственная замена.
б)-*в). Система 52° не содержит правил с бесконечным числом посы­

лок, поэтому выводимость в ней всегда является выводимостью с конечной 
высотой. Индукцией по h устанавливаем, что если Зд\~Л в S2 с высотой h, 
то 3?\~Л в S2 с высотой 4fe. При этом второе правило заменяется по схеме 

(FPX([H.A') верна)
А^АВ

В =>ВС
(FQX([HX) ложна)

...=>FP*([4X)C =F/([AX)C...

^АС
правило 4° — по схеме

(FPX([HX) верна)
А^АВ

=>В&АВ
&АВ (FQX([H.X) ложна)

... =>FP*([Их) &АВ ... =F/([Лх)&АВ ...
=>А&АВ

и правило 5° — по схеме
(FPX([ \/АВх) и А верны

А=>АВ (Fqx([VABZ) и В верны)
В В (Fnz([\MBx) ложна)

...=fp*([\A45x)5... =>F/([V4Bx)5... =Fbx ([ \М5Х) В...
=>\/ABB

в) ->-г). Индукцией по h доказываем, что выводимость в S2* с высотой h 
влечет выводимость в S2" с высотой 2h. Применение правила 9‘) заменя­
ется применением 9) и затем 2) с верной формулой tjA^X[Ax в качестве 
левой посылки.

г) ->а). Очевидно.
Т е о р е м а 2. Существует конструктивная последовательность {(3?п, 

Ж„)} пар формул языка Я2 такая, что
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1) £п\-Лп в S2;
2) неверно, что при каждом п можно вывести Лп из £ п в некоторой 

подсистеме системы S2, не включающей в себя ни S2', ни S2".
Построим требуемую последовательность. Пусть U — универсальная 

функция для одноместных частично-рекурсивных функций. Найдем для 
каждого числа п замкнутые формулы Тп°, Тп1 и ТА языка Я, такие, что 
Т,г верна тогда и только тогда, когда U (п, п) =i. Положим

Е^УТАТА, Fn^Tn\ Gn^yTATA, 
нп^&(=уутАТА, 1п^у^)ТА,

&&&=(=) (=)£„=^„Gn(=),
С учетом ложности формул &ТАТА, &.Т АТА, &.ТАТА без труда стро­

ится вывод Лп из £ п в SA. Для доказательства (2) определяем при каж­
дом п классы Ш„2, Э}„3, Ж4’9,Sin'9. 9?п7, 3V формул Я2, содержащие соот­
ветственно

9?,,1: 1) верные формулы Я,,
2) все импликации,
3) формулу £■„;

3?п2: 1) все формулы Я,,
2) верные импликации,
3) импликации, посылка которых начинается знаком V или Я, 

плп заключение — знаком &,
4) импликации -АВ такие, что верна — &:Е„С„В;

Я„3: 1) все формулы Я.,
2) импликации —АВ такие, что верна —A\/FnB, =>&AGnB;

St»4,9: 1) все формулы Я,,
2) имплпкаппп —АВ такие, что верна либо ^&.EnGnB, либо 

-&ЕГАВ-
9?„5'9: 1) формулы В языка Я, такие, что верна либо —Er.Fn, либо —Е,В, 

2) импликации т^АВ такие, что верна либо —&EnAFn, либо 
=>&Е„АВ;

9?„7: 1) верные формулы Я2,
2) формулу £

5J„S: 1) верные формулы Я2,
2) формулы £п, &&=>(,—) (—'fEn^Fr.Gn, &=>(=) (=)2?„ и содер­

жащие вместе с любыми формулами £ и Л конъюнкцию &.£Л.
Определяем, кроме того, класс
9?n6: 1) верные формулы Я2,

2) все формулы Я, и все импликации,
3) формулы £п, &&=>(==) (=)En=>FnGn, &=>(=) (=)ЯП.

Индукцией по выводу устанавливается, что в (9?„г’3) входит всякая 
формула Л, выводимая из £п без использования правила i (правил г, /). 
Для формулы Лп, как легко убедиться, принадлежность к любому из опи­
санных классов влечет ложность одной из формул ТА, ТА, ТА- В подси­
стемах системы S2, не включающих в себя ни SA, ни S2", отсутствует либо 
одно из правил 1), 2), 3), 6), 7), 8), либо правило 9) вместе с 4) или 5). 
Если бы выводы всех Л.п из соответствующих £п осуществлялись в таких 
системах, то, используя сказанное выше, мы получили бы эффективный 
метод нахождения ложной формулы TV по числу п. Последнее стандарт­
ным путем приводится к противоречию с определением ТА-

Из теорем 1 и 2 в сочетании с теоремой Маркова об устранимости пра­
вила 9) вытекает, что среди подсистем S2 полной системе эквивалентны 
те и только те, которые содержат SA или SA'. В частности, SA и S" неза­
висимы.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 19 II 1973
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