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ПРОГРАММНЫЕ КОНСТРУКЦИИ для ПОЗИЦИОННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГР

В статье рассматриваются дифференциальные игры, формализованные 
согласно (*,2). Обсуждаются программные конструкции, оценивающие ис­
ход позиционной игры.

Рассмотрим управляемую систему
х = f{t, х, и, у) (1)

где х — фазовый вектор, и, и — векторы управляющих воздействий первого 
и второго игроков; и е Р, v е (J, причем Р и Q — компакты; непрерывная 
функция / дифференцируема по х и удовлетворяет условию ||/||

(1 + lkll)X, X = const, ||ж|| — эвклидова норма х. Следуя (’), рассмотрим 
позиционную игру сближения с замкнутым множеством к моменту й из по­
зиции {to, Жо}.

Задача 1. Найти: l)i стратегию u(t, х), 2)i смешанную стратегию 
И{(,*}(du) или 3)i контрстратегию u{t, х, и), которая обеспечивает встречу 
всех движений x[t] с М не позднее, чем к моменту й.

Рассмотрим программные управления (2), изображаемые условными 
вероятностными мерами -r\t{du, dv) на Р X Q при t0^t <®. Слабую сходи­
мость для тр будем понимать как слабую сходимость мер r\t-dt. Назовем 
верхней программой {т]}п множество, удовлетворяющее условиям:

l)i  программа {г]}п складывается из всех слабых пределов управлений 
Т]Л Трд = } при Ti У t < ri+1, при бд = sup (т<+1 — Ti) -> 0, где = 

г
= vT(du; и) ■ ]iA{du; vx{dv; и)), причем vx{dv; и) пробегает все условные 
(по тип) вероятностные меры на Q, а цгл(йп; v) — функция на {т, v}, зна­
чения которой суть вероятностные меры на Р;

2) i программа {т]}п складывается из всех слабых пределов управлений 
т]д при бд 0, где т](г). = vx{dv) -цтл(с/и; vT(<Z^)), причем vx{dv) пробегает 
все условные меры;

3) i множество {л}п слабозамкнуто, для всякой условной меры vt{dv), 
в {г]}п найдется управление гр, удовлетворяющее условию

(2)

при почти всех t; если v((1) и совпадают на измеримом Т [i0, й), то 
в {т]}п найдутся и г|[2), связанные с vP и v<2) условием (2) и совпа­
дающие на Т.

Примечание. Достаточно, чтобы vt{dv; и) и v((cZz?) пробегали лишь 
все меры v‘, удовлетворяющие условиям:

l)i  ^s'/y {dv; и) = max s'/;

2i) ^s'/v* (dp)-p,‘(c?u) = max min s'/v (dn)-p {du);

3)i \ min s'/v* {dv) — max mins'/
V u V и

при всевозможных выборах вектора s' (штрих в верхнем индексе означает 
транспонирование).
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Пусть x(t) — x(t, t0, Xo, т]) — программное движение,

t (t) = \f (t, x (t), u, v) rp (du, dv),
PQ

символ Mt означает сечение M гиперплоскостью t = const, p(z, Mt) — 
эвклидово расстояние от x до Mt.

Задача 1(П). Найти t° > t0, программу {р}по и управление тр“ из ус­
ловия

р (х (t°, t0, х0, т]°), Mto) = min min max p (x (t, t0, x0, p), Mt) =
{fl}n че(я)п

= e°(t0, x0-, i), i = l)i, 2)i, ЗД. (31

Теорема 1. Пусть E*(ta, х<т, i) =0. Тогда при соответствующем i 
задача I разрешима. Если маленькая игра (*) x = min max s'f, и^Р, 

a v
v е Q, при всяких s, х и t имеет седловую точку {и°, V0}, то задача I разре­
шима в случае 1)ъ если хотя бы е° (t0, х0; 3)i) = 0.

При условиях теоремы 1 множество W[(t, х}: x = x(t, t0, х», р), 
гр е {р}по, t0 t t°] есть стабильный мост (*) и задачу I разрешают 
стратегии, экстремальные (*) к W.

Назовем нижней программой {р}п множество, удовлетворяю­
щее условиям:

1) j множество {р}п слабо замкнуто, для всякой условной меры цДйп) 
в {р}п найдется управление гр, удовлетворяющее условию

гр (du, dv) = рг (du) (4)
Q

при почти всех t, если рр и р)2) совпадают на измеримом Т е [t0, ft), то 
в {р}п найдутся ip(1) и р(2), связанные с и)1* и р<2) условием (4) и со­
впадающие на Т\

2) i множество {р}п слабо замкнуто и содержит все управления вида 
гр = pt(du)vt(dv), где v( — фиксированная условная мера;

3) i программу {р}п составляют все ip, стесненные равенством (2), 
где v( — фиксированная условная мера.

Задача 1(П). Для позиции {t,, х,}, t0 t, О', найти t° > to, програм­
му {г)}п° и управление гр0 из условия

р (х (t°, to, х0, р°), тИ(о) = min max min р (х (t, t0, х0, р), Mt) =

= eo(to,Xo-,i), i = l)b 2)b 3)i. (5)

Теорема 2. Пусть 80(to, ж0; i) =0 и для всякой позиции {t», х,}, где 
0 < е (to, Xo', i) < а (а > 0 — const), по крайней мере для одного значения t° 
управление 1р° из (5) и точка хм е Mt«, ближайшая к х" (t°) = (t°, t,, х,, р°),
единственны.

Тогда при соответствующем i задача 1 разрешима. Если маленькая 
игра на min max s'f при всяких s, х и t имеет седловую точку, то задача I 

и V
разрешима в случае 1)ь если хотя бы E0(t0, х0; 3)i) = 0.

При условиях теоремы 2 множество W[[t, х): e0(t, х; i) =0, t0 < t ft] 
есть стабильный мост (') и задачу 1 разрешают стратегии, экстремальные 
к W. Управления т|(°, удовлетворяющие условиям теоремы 2, удовлетво­
ряют условиям:

в случае l)i

И s'(t) f (t, x° (t), u, v) po (du, dv) = min max s'(t) f(t, x° (t), u, p); (6)
PQ ue.P l€Q
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в случае 2)!
\ s'(t) f (i, x° (i), u, v) r]0 (<7w, dv) =

PQ

= min max \ \ s' (Z) f (1, x° (£), u, v) p, (du) v (dv)-, (7)
Iх * PQ

в случае 3)i

( ( s'(t) f (t, x° (i), u, v) T|0 (du, dv) = max min s'(t) f (t, x° (t), u, v) (8) 
pq teQ ueP

при почти всех t. Здесь s(i) — решение сопряженного уравнения

*' (*) = - ^\ |3/(/,х0(0, U, ло (dUj dv) (9)

при краевом условии s(t°) = x0(t°) — хм. Условия (6) —(9) отвечают здесь 
принципу максимума (2 3).

2) nF = co{/}, f=^fv(dv), и^Р,

3) ii F = co{f}, и^Р-, со {/} — выпуклая замкнутая оболочка множе­
ства {/}.

Теорема 4. Пусть е0(Е, х0; i) >0, г = 1)ц, или 2)ц, или 3)п, и для 
всякой позиции {Е, х,} из области 0 < е(£», ж»; i) < а, а > 0 — const: 1)ц 
для всякой функции v(u) е Q, 2)ц для всякой вероятностной меры v(dv)

При е° (t0, х0; г) >0, если управление тр" из задачи 1(П> в своей про­
грамме {т]}п»° единственно и точка хм тоже единственна, то и это управ­
ление г](° удовлетворяет условиям, подобным (6) — (9).

Следуя (‘), рассмотрим теперь позиционную игровую задачу об укло­
нении от замкнутого множества М вплоть до момента Й из позиции 
{to, Хо}.

Задача II. Найти: 1)ц стратегию u(t, х), 2)п смешанную стратегию 
№{t,X}(du) или 3)ц контрстратегию u(t, х, v), которая обеспечивает укло­
нение всех движений x[t] от М вплоть до момента й.

Задача П<П). Найти программу {ц}п°, управление г)г° и значение 
Й > t0 из условия

р (х (t°, t0, х0, т]°), Мto) = max min min р (х (t, t0, х0, ц), Mt) =
(11}П ие(-п}П

= s°(i0, х0-, i), i = 1)п, 2)п, 3)п.

Теорема 3. Пусть е°(70, Хо’, г) > 0, i = 1)ц, или i — 2)п, или i = 3)ц. 
Тогда при соответствующем I задача II разрешима. Если маленькая игра 
на min max s'f при всяких s, х и t имеет седловую точку, то задача II раз- 

и V
решима в случае 1)п, если хотя бы 8° (t0, х0; 3)ц) > 0.

При условиях теоремы 3 множество W[ {t, х}: x = x(t, t0, х0, ц), 
гр е {г)}п°, to t < й, есть стабильный мост и задача II разрешают страте­
гии, экстремальные к W.

Задача П(П). Для позиции {Е, х,}, to < Е < й, найти t° to, про­
грамму {ц}п° и управление тр° из условия (5), где i = 1)п, 2) и, 3)ц.

Обозначим символом S(t,, х,) множество всех векторов s = s(i.), отве­
чающих решениям s(t) из (9), s(t°) — x°(t°) — хм‘, символом F(t,, х.) 
обозначим в случаях:

1)п F = co{/}, v = v(u), U^P,
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на Q, 3) ii для всякого вектора и е Q во множестве F (t,, ж*) найдется век­
тор удовлетворяющий условию:

1) п s'f* > max min s'f, we P, v Q,
U V

2) ii s'f* > max min s'fy(du)v(dv),
3) n s'f* min max s'f, we P, v e Q при всех s e S(t,, xT).

v и
Тогда при соответствующем значении i задача II разрешима. Если ма­

ленькая игра на min max s'f при всяких s, х и t имеет седловую точку, то 
и V

задача II разрешима в случае 1)ы, если хотя бы &0(t0, х0, 3)ц) > 0.
При условиях теоремы 4 множество W[{t, х} : e0(t, х; i) e0(t0, ха‘, i) > 

>0, t<> =Si t < И] есть стабильный мост и задачу II разрешают стратегии, 
экстремальные к W.
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