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Ряд задач математической физики приводит к рассмотрению диффе­
ренциальных операторов с особенностью на граничном многообразии. 

Примером такого оператора является оператор Бесселя Bv = —г -j- -у- уу , 

к > 0, с особенность-ю при у = 0. Построенная для таких операторов шка­
ла гильбертовых пространств изучалась в работе (*) методом преобразо­
вания Фурье — Бесселя; там же были доказаны соответствующие теоремы 
вложения.

В настоящей работе строятся весовые классы, являющиеся областью 
определения некоторого оператора вложения. В частности, получены до­
статочные условия ограниченности оператора вложения в этих классах, 
а также ограниченности его в гёльдеровских пространствах и пространстве 
непрерывных функций. Далее изучаются следы функций данных классов 
на гиперплоскости коразмерности 1. Показаны ограниченность оператора 
сужения функций данных классов на гиперплоскость коразмерности 1 и 
существование оператора подъема с такой гиперплоскости.

Пусть Еп+1 обозначает полупространство zn+1 = у > 0 эвклидова 
(и + 1)-мерного пространства точек х = (х', у), где х' = (х,, . . . , хп) еЕп. 
Пусть С'о1) (Еп+1), 1 = ln+i), I'= (.К, ■ ■■, К) обозначает множество 
функций f(x, у) с компактными носителями в Е++1, имеющих Т непрерыв­
ных производных по переменной х', 2ln+i производных по переменной у и 
таких, что функция B[ln+lf(x, у) непрерывна в Еп+i.

На гиперплоскости у = 0 полупространства En+i можно определить 
аналогичным образом множество функций Со°° (Еп).

Положим Dx1’ = Dx‘l... DXnl\ Обозначим через k(E^+1) пространство 
функций, определенных на Е+,4 , для которых

*(4+1) ~ *(4+i)+ *(4+i) ’

Пусть число тп > 0, причем m = m + а, где m — наибольшее целое чис­
ло, меньшее т.

def ( (. ? Л/Р
ll/llt <в+ ) = ( \ dx J I f (xt у) lp yk dy) <°°,

P, k n+1’ E a

где к — положительное число, участвующее в определении оператора Бес­
селя.

На множестве функций (En+i) введем следующие нормы:

(1)

1291



Говорят, что функция /(ж, у), определенная на ZJn+i, принадлежи' 
классу Гёльдера Cl,(En+t) по переменной х{, i = 1,..., п + 1, где h неце 
лые, причем 1п+1 е (2т, 2т + 1), т = 0, 1,2, ..., если

(X, weE^i 
ft>0

def

i = 1,. .n,

sup
(х, V)GE„+1 

h>0

^гп+1_2₽

Здесь Д?(Д) — s-я разделенная разность шага h по переменной i = 1, .. 
. ..,n+l, p = Z„+1/2.

Для функций ср (х) <= Со°° (Еп) положим

Пространство WPi k (E^+f) определяется как замыкание (-Z?n+1) П( 
норме (1), a BqT (Еп) — как замыкание по норме (2).

Перейдем к формулировкам полученных результатов. Будем рассмат­
ривать оператор Af = D‘x Bvn+1f (х, у).

Теорема 1. Пусть функция f(x, у) <= WlPt k (Еп+1). Пусть Ц > 0, V, > 0 - 
целые числа такие, что

Тогда для любого h>0 оператор А, как оператор из WlPi k(En+1) < 
1 < Р 1, 3, ..., 2Z„+1 — 1, ограничен, т. е.

II

Имеет место следующая теорема вложения в Cl‘ (En+i).
Теорема 2. Пусть функция/(х, у) s Wlpk^E++^, 1 < р оо, 

=/= 1, 3, ..., 2Zn+1 — 1. Пусть Z; > О, V; > 0 — целые числа такие, что
7Т-|-1

о2 = 1 —
П

гдеТогда для любого h>0 Af Cr‘(Et+t'), 
(2m, 2m + 1), m = 0, 1, 2, ..., причем

г, нецелые, 1* n+1

llfllj (E+ ?’
wp, АЕп+1>

[Af] r> + ^C(ha2~ri/lrlllfH + +Р'Г{|7{
/JCri(E++1)^ k IIJ,lLp,k(E^+1)^

i = 1,..., n,
[Af] ,, + ^C(ha2~rn+1'2,n+1~1llfll + + й°г_г"+1/2'п+11|/1' l + )

(^n+1) ^p, k(En+l> wp, fcCEn+1)

при 0 < Ti < o2Zi, i = 1, ..., n, 0 < rn+1 < 2o2z„+1.
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При тех же условиях Af(x, у) е С(Еп+1 ), причем для любого А > О 
[л/| +

С(₽п+1) \ 1
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Обозначим теперь через Atf = Dxv'Byn+1 f(x, у) | у=0 оператор сужения 
функций Dxv'Byn+lf (х, у) на гиперплоскость у = 0 (определение следа 
см. в работе (*))• Используя некоторые неравенства, доказанные в рабо­
те (2), удается получить следующую теорему, устанавливающую ограни­
ченность оператора At.

Теорема 3. Пусть функция f(x, у) е Wlp, k (En+i). Пусть Z, > 0, Зг 0 — 
целые числа такие, что

n-t-l

I + + ^ II / II Z , + У

(3)

1___L', у J__ ,fc+1 -> о
P 2Pln+l

Тогда для любого h>0 оператор At, как оператор из WlPrk(E^.-^ в 
Bqr (Еп), 1 < р С q С оо, к =А1, 3, ..., 2Zn+i — 1, ограничен, причем

М w < с ш1л 4Л11 + 1/|4>,

где 0 < г, < csdi, i = 1,..., п.
При тех же условиях оператор А, ограничен, как оператор из 

WlPtk(En+i) в ЛД£„),т. е.

Если 1 < р < q < °°, то неравенство (3) верно и при о3 = 0.
Доказательство теорем 1—3 существенно опирается на некоторые фак­

ты из (3,4).
В связи с теоремой 3 возникает вопрос о возможности ее обращения, 

т. е. построения ограниченного оператора продолжения с подпростран­
ства Еп. Существование такого оператора устанавливает

Теорема 4. Пусть ср (z) е Ърт (Еп), 1 < р < °°, г4 = odi, причем
Я V It —I— 1 zx

°4 = 1-----7-------   "3-7  > 0.
^П+l ^P^l+1

Тогда существует ограниченный оператор продолжения f(x, у) = Л2ф, 
как оператор из bvT (Еп) в и>р'к(Еп+у) такой, что ВЩх, р)|у=о = ф (^), 
где след понимается в смысле работы (1). При этом верно соответствую­
щее неравенство между нормами:

wp, k^Ln+i) bp'&n)

Для доказательства теорем 1—3 строилось интегральное представление 
для оператора Dx'Byn+l типа представления работы (5), но приспособлен­
ное к нашему случаю, после чего дело сводилось к соответствующим инте- 
тральным оценкам. В теореме 4 продолжение строилось на основе инте­
грального представления работы (5), после чего доказывалось выполнение 
граничных условий и построенная функция оценивалась в соответствую­
щем весовом классе.

Отметим, наконец, что верны соответствующие прямые и обратные 
теоремы вложения на подпространство х — = 0, х = (xm+t, ..., хп), про­

странства En+t ■
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