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1°. Во многих прикладных задачах встречаются системы с толчками, 
т. е. с разрывами первого рода у решений. В работах (1_3) изучены си­
стемы с толчками в заданные моменты времени. В последнее время по­
явился целый ряд работ, посвященных исследованию систем, в которых 
толчки происходят при достижении движущейся точкой заданного мно­
жества в фазовом пространстве. Т. Павлидис (4) рассматривает такие си­
стемы в произвольных метрических пространствах, называя их разрыв­
ными динамическими системами (р.д.с.). Строгое определение и основные 
свойства р.д.с. с толчками на заданном множестве фазового пространства 
даны в (5). Развитию математической теории импульсных систем посвя­
щены также работы (в, ’).

Во всех указанных выше работах речь идет о системах с единственно­
стью. В то же время теперь уже имеется хорошо разработанная теория 
непрерывных дисперсных динамических систем (8~15), обобщающая тео­
рию дифференциальных уравнений без предположения единственности.

В данной работе рассматриваются некоторые вопросы общей теории 
разрывных дисперсных динамических систем (р.д.д.с.) с толчками на за­
данном множестве фазового пространства. При выполнении некоторых 
условий на р.д.д.с. удалось перенести многие основные понятия и резуль­
таты топологической теории динамических систем.

2°. Поскольку аксиоматика дисперсных динамических систем (д.д.с.) 
в работах разных авторов неодинакова, приведем определение д.д.с. и ее 
движений.

Пусть R — метрическое пространство с метрикой р, 1+ — множество 
всех неотрицательных чисел, a S(p, 6) = {q^R: p(q,p) <б}. Для любых 
подмножеств As R и В = R положим

Р(А,5) =sup {р(р,5): р^А}, а(А,В) =шах {£(4,5), £(5,4)}.

Пусть f — отображение, ставящее в соответствие каждой точке р R 
и каждому элементу t^I+ непустой компакт f(p,t)—R- Положим 

/(4,А)= U /(P,t), 4С5, ^с/+.
реА, teK

Совокупность [5,1+, /] называется д. д. с., если выполнены следующие 
условия:

1) f(p, 0) =р для любой точки p^R (аксиома тождества').
2) 7(/(Р! И) Лг) =/(р, Л + ^г) для любых р е 5, tt, t2^ 1+(аксиома по­

лугруппы} .
3) Каковы бы ни были точка р R, числа е > 0 u Z+, существует 

такое число б > 0, что для всех точек q^S(p,8) и всех t^I+, удовлет­
воряющих условию | £ — £01 < б, имеет место неравенство fi(f(q,t),f(p, 
io)) <е (аксиома непрерывности).

Иногда аксиома 3 заменяется более сильным условием
3') Для любой точки p^R, чисел е > 0 w Zo е /+ существует такое чис­

ло 6 > 0, что для всех точек q е S (р, б) и всех t е 1+, удовлетворяющих 
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условию |i — io[ <6, имеет место неравенство a(f(q, t), f(p, t0)) < е {ак­
сиома непрерывности).

Однозначное непрерывное отображение q = q>P(t) действительной по­
лупрямой 1+ в пространство R называется движением, выходящим 
из точки р, если выполнены условия

1) фР(0) ==р;
2) <pP(fe) i2 —ii) при 0 «£ ii < i2.
Множество фр(7+) = {qpP(i): t^I+} называется траекторией дви­

жения <pP(i). Множество всех движений <рр: 7+ -> R, выходящих из точки 
р, обозначим через Ф(р). Тогда / (р, I+) = U фР(^+).

ФрЕФ (Р)
3°. Пусть й — некоторое открытое множество пространства R, а Г — 

его граница. Для каждой точки р <= й и каждого движения фР д.дс. /(р, t) 
положим

т(фр) — sup {t: фр([0, i)) е й}.

Совокупность всех точек р е й, для которых т(фР) < +°° хотя бы при 
одном фреФ(р), обозначим через Й*. Если рей*, то обозначим

Ф*(Р) = {фР: тДФрХ + Ф‘= U Ф*(Р).
реп*

Пусть Q — подмножество Й, F — отображение (вообще говоря, много­
значное) границы Г на (?, а фр е Ф*. Определим функцию л равенством 
л(фр) =Е(фр(т(фр))).

Допустим, что существует такое число а>0, что т(фР) а, каковы бы 
ни были точка р е Q и движение ф» е Ф (р).

Пусть р<> = р, Р1ел(фр), а ф», еф(р(). Если фР1 е Ф‘, то рассмотрим 
произвольную точку р2 е л (фР1) и движение фР2 е ф (р2). Продолжая этот 
процесс выбора точек и движений, получим некоторую конечную или 
бесконечную последовательность движений {фР„}, п = 0,1,..., N С +°°, 

N
так что 2 т(*₽р) — + °°* Для всякого i>0 найдется такое минимальное 

г=0 k
целое к > 0, что <С 2 т(фр|)-

г=0
Определим разрывное движение фР, выходящее из точки р, 

полагая
k—1 —1

Фр(0 = Фрk[t — 2 т(фр4)] - 2 = °-
' г=0 г=о

Введем обозначения:
Чг(р) = {фр}; п(фр) =sup {/с: ЯрД, 0< п(фр) < +«>.

Очевидно, если лг^/Дфр) < +°°, то т(фРт) = +°°, а если тга = 0, то 
фг, еф(р). Множество ipp(/+) = {фр(/): i е/+} называется траекто­
рией разрывного движения фр.

Разрывной дисперсной динамической системой будем называть функ­
цию

h(p, t) = bMt): 'fX (р)},

определенную при всех р е й, t е 1+.
При любых А s Й, К s 1+ положим h(A, К) = J h(r, i).

Множество h(p, 1+) будем называть воронкой р.д.д.с. с вершиной 
в точке р, а его замыкание в й обозначим через SP.

4°. Пусть задана многозначная функция ор, определенная на некото­
ром множестве А s R со значениями в R. Скажем, что ор непрерывна в 
точке р е А, если для любого е > 0 существует такое б > 0, что, какова 
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бы ни была точка q <= S(p, 6) А А, выполняется неравенство

a(oq,op')<e. (1)
Функцию ср назовем непрерывной, если она непрерывна в каждой 

точке ее области определения. Скажем, что функция ор равномерно не­
прерывна, если для любого е > 0 существует такое б > О, что, каковы бы 
ни были точки q п г из области ее определения с p(q, г) < б, имеет место 
неравенство (1).

Для любого р е Q' обозначим
пр = П1р = J Л (фр), п°р — р,

<₽реФ*(Р)

ппр = л (лп_1р) = U Я(7, п = 2, 3,. ..
депп_1р

Легко видеть, что если функция пр непрерывна и обладает компакт­
ными в себе значениями, а множество Q Q‘, то при всяком натуральном 
п функция л"р непрерывна и обладает компактными в себе значениями.

Будем говорить, что граница Г обладает свойством притяже­
ния, если для произвольного числа е > 0 существует такое число б > О, 
что если р(р, Г) < б, рей, то для любого движения фр еф(р) число 
t(<Pp)<8 и при всех £ е [0, т(фР) ]

р(фР(£), фР(т(фр))) < е.

Скажем, что выполнены условия Wi, если функция л непрерывна, 
множество й* открыто и для д.д.с. /(р, t) выполнена аксиома непрерыв­
ности.

Будем говорить, что выполнены условия W2, если функция F равно­
мерно непрерывна, функция л непрерывна и обладает компактными зна­
чениями, множество Q £ Q", граница Г обладает свойством притяжения и 
для д.д.с. /(р, 2) выполнена аксиома непрерывности.

Теорема 1. Если выполнены условия W2, то для точки ре О и про­
извольных чисел е > 0 и Т^1~ существует такое число б > О, что для 
любой точки q е S (р, б) и произвольного движения е Ч7 (д) существу­
ет такое движение ф(, еф (р), что для всякого t* е [О, Т] найдется момент 
времени С е [С — е, t* Т е], для которого

р(фд(С), фР(/о)) <е. (2)

Теорема 2. Если выполнены условия W2, то для точки р ей и лю­
бых чисел е > 0 и Т е 1+ найдется такое число б > 0, что, каковы бы ни 
были движение -’Р (р) и точка q^S(p,6), существует такое движе­
ние фд е Я1’(?), что для всякого Се[0, 7’] найдется момент времени t* 
е [io — е, t0 Т е], удовлетворяющий неравенству (2).

5°. Множество А назовем инвариантным, если h(A,t)^A 
при любом t > 0. Нетрудно показать, что любая воронка р.д.д.с. является 
инвариантным множеством.

Теорема 3. При выполнении условий Wt замыкание инвариантного 
множества И = Q инвариантно.

Следствие 1. При выполнении условий W, замыкание любой во­
ронки р.д.д.с. является инвариантным множеством.

Точку q назовем динамически предельной для точки р, если 
для любых чисел е > 0 и Т > 0 найдется такой момент времени t > Т, что 
р(</, h(p, t)) < е. Множество всех динамически предельных точек точки р 
обозначим через Dp и назовем динамически предельным мно­
жеством точки р. Легко видеть, что динамически предельное множество 
замкнуто.

Теорема 4. При выполнении условий W, динамически предельное 
множество инвариантно.
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Точку р назовем устойчивой по Пуассону, если для любых 
е > 0, q и г е h (р, 1+) существует такое Т = Т (е, q, г), что

p(g, h(r, [0, 71])) < е. (3)

Теорема 5. Для того чтобы точка р была устойчива по Пуассону, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 
1) Dj, = SP; 2) Dp = Dr для любой точки r^h(p, I+).

Непустое замкнутое в Q инвариантное множество S назовем мини­
мальны м, если оно не содержит собственного замкнутого в Q инва­
риантного подмножества. В дальнейшем под замкнутым множеством по­
нимается множество замкнутное в Q, а под замыканием множества под­
разумевается его замыкание в Q.

Теорема 6. Если выполнены условия Wlt то множество будет
минимальным тогда и только тогда, когда для любой точки р е S имеет 
место равенство SP = S.

Теорема 7. Если выполнены условия Wt, то все точки минималь­
ного множества S устойчивы по Пуассону.

6**. Точка р называется почти рекуррентной, если для любого 
числа е>0 и произвольной точки q^h(p, 1+) существует такое число 
Т = Т(е, q), что для всякой точки г е h(p, 1+) выполнено условие (3).

Теорема 8. Если точка ре£1* почти рекуррентна, а множество Q* 
открыто, то найдется разрывное движение фр, для которого п(фР) = °°.

Точка р называется рекуррентной, если для всякого числа е>0 
существует такое Т’(е) >0, что для любых точек q, г h(p, 1+) выполне­
но неравенство (3).

Теорема 9. Если воронка h(p,I+) компактна в R, то из почти ре­
ку ррентности точки р следует ее рекуррентность.

Следующие теоремы являются обобщением известных теорем М. В. Бе­
бутова и Дж. Д. Биркгофа (16) на случай р.д.д.с. В их доказательстве 
используются теоремы 1 и 2.

Теорема 10. Если выполнены условия W2, то в замыкании воронки 
рекуррентной (почти рекуррентной) точки все точки рекуррентны (почти 
рекуррентны).

Теорема 11. Если выполнены условия W2, то замыкание воронки 
почти рекуррентной точки является минимальным множеством.

Теорема 12. Если выполнены условия W2, то всякая точка, воронка 
которой принадлежит минимальному компактному в R множеству, рекур­
рентна.
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