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Мы предполагаем получить здесь необходимые и достаточные условия 
существования фундаментальной функции у дифференциального опера­
тора 

где Ао, At,. .., Ai — замкнутые линейные операторы в локально-выпуклом 
пространстве X с мультинормой ф.

Снабдим пересечение У областей определения операторов Ао, Ah ..., Ai 
топологией, определяемой мультинормой

г
<> = {,=Р+

fe=0
Под фундаментальной функцией оператора Р мы будем понимать 

L(X, У)-значную обобщенную функцию Т с носителем на Я+=[0, +°°) 
(т. е. T<^K'R,(L(X, У))), удовлетворяющую следующим соотношениям:

(РТ) (<р)=ф(О) •/, (1)
(реA; k=0, 1,... ,1.

Ак-Т^Т^-Ак, (2)

Построение фундаментальной функции будет осуществляться с по­
мощью вводимого ниже аппарата резольвентной последовательности си­
стемы операторов.

Определение. Пусть (/?„)—последовательность L(X, Х)-значных 
функций, удовлетворяющих следующим условиям:

а) Rn определена и сильно аналитична в области А„ комплексного 
переменного;

б) найдется такое натуральное число пг, что семейство операторов
I

|.(l+IXl)-me"x[( £/%.) 7?n(X)-z] | ХеА„} (3)

fc=0
равностепенно непрерывно;

в) Ak-R„(K)^Rn(\)-Ak, /с=0, 1,..., Z; ХеА„. (4)

Тогда назовем (/?„) резольвентной последовательностью 
системы (Ао, At,, А;), а области А„, п=1, 2, 3,..., — допусти­
мы м и областями для Rn.

Следующие две леммы дают основные свойства резольвентной после­
довательности, необходимые в дальнейшем.
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Лемма 1. Пусть полуплоскость П„= {X | Re допустима для R„
и Sn. Если существуют такие натуральные числа т, и пг2, что семейства

{(1+|Х|)(Х)|ХеП„}, 

{(1+|Х|)-^(^)|ХеП„} 

равностепенно непрерывны, то

JФ(X)Z?n(7.)zс/Х = J $(A)Sn(7.)z<Д, a:<=X; ф^Х, (5)
ЭПП 5ПП

где — граница области П„, ф — преобразование функции <р.
Действительно, по определению резольвентной последовательности 

имеем
Р(Х)-ДДХ)-7=(1+|Х|)’"е-"Ъ(^ п), (6)

P(M-5n(X)-Z=(l+|X|)-e-^2(%, п), (7)
def I

где Z* (А) = Е А.МЛ, а gi(X, п) и |2(Х, п) равностепенно непрерывны по %. 
к=0

Из (6), (7) и условий леммы получаем

Р(Х) -Rn(X) •5n(X)-S„(A) = (l+|X|)m+"”e-"^1(^, п)-ц2(%, п),

Р(Л) •/?„(%) •5n(X)-Z?„(X) = (l+|X|)”’+”’-e-n4(А, п)-Ь(%, п),

где г)1 (X, п) и т]2 (X, п) равностепенно непрерывны по X.
Из последних двух соотношений имеем

Rn(А) -5П(Х) = (1+ |Х|) те~^[ (1+1X|) ’”»|1 (7., п) • т]2(X, п)- 

-(1+|Х|)т‘Л1(А, n)-|2(%, п)]

и, применяя теорему Пэли — Винера и обычную технику теории функций 
комплексного переменного, получаем

J ф(Х) (Rn(X)x—Sn(X) х) dh—0.
»п„

Лемма 2. Пусть полуплоскость Пп допустима для Rn. Тогда
(2ni)_1 J ф(7.)Р(7.)7?„(7.)ж й7.=ф(О)а;, Ф«=К; х^Х. (8)

ап„

В самом деле, из (6) и оценки для ф, так же как и при доказательстве 
леммы 1, получим

[ ф(Х) (JP(V)Rn(X)x-x)dK=0,
ап„

откуда следует (8).
Перейдем теперь к основной теореме. Будем считать в дальнейшем, 

что X бочечно и квазиполно.
Теорема. Для того чтобы у оператора Р существовала фундаменталь­

ная функция, необходимо и достаточно, чтобы некоторая полуплоскость 
По, а>0, была допустимой областью для всех членов Rn резольвентной по­
следовательности, а семейства операторов

{(1+IMЛ„(А) |ХеПД, п=1,2,3,..., (9)

равностепенно непрерывны.
Доказательство. 1) Пусть Т — фундаментальная функция опера­

тора Р, а (р,„) — некоторая сохраняющая последовательность (см. опреде­
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ление 1 в (’)). Определим

йп(А) = (рп7’)(е-х<))=7’(Ипе-Х()), Х^Па; а>0.
Очевидно, Rn является L(X, Х)-значной сильно аналитичной функцией 
на П„. Используя теорему Пэли — Винера для векторнозначных обобщен­
ных функций, получим, что существует такое натуральное число т, что 
семейство

{(1+|Х| )-т7?„(Х)^|ХеПа}, х=Х,

ограничено, и, следовательно, в силу бочечности пространства X, семейство 
(9) равностепенно непрерывно. Полагая в (1) ф=ц„е_1<), получим

7-(^(Ц.е-М >)) = /,

откуда следует, что.

Р (X) Я„(Х) -Z= (1+1XI) (X),

где г„(Х) равностепенно непрерывно по X, т. е. выполнено (3) с Л„, равным 
По. Наконец, если в (2) положить ф=р,„е’,(), то получим (4).

Таким образом, мы показали, что любая полуплоскость Па, а>0, яв­
ляется допустимой для всех R„ и семейства (9) равностепенно непре­
рывны.

2) Пусть (Rn) — резольвентная последовательность системы (Ло, Л1,... 
..., А,). Положим

Т(ц>)х
1

2лг
[ ф (X)Z?n(X)a: dX,

5По
ф^Цп-^, х<=Х.

Из условия теоремы и оценки на <р следует, что интеграл сходится аб­
солютно. Корректность этого определения отображения Т вытекает из лем­
мы 1. Принимая во внимание свойства сохраняющей последовательности 
и бочечность пространства X, получим, что T^K'Rt(L(X, У)). По лемме 2 
Т удовлетворяет соотношению (1), а из (4) следует (2). Следовательно, 
Т — фундаментальная функция оператора Р.

Теорема доказана.
Замечания. 1) Доказанная теорема обобщает на случай локально­

выпуклых пространств основной результат (теорема 1.6) статьи (3) 
Ж. Шазарена о характеризации фундаментальной функции в банаховом 
пространстве в терминах оценки оператора [Р(Х) ]-1 в некоторой «логариф­
мической области». Как замечено в (3), даже в простом случае, когда 1=1 
и At=I, в локально-выпуклом пространстве оператор [Р(Х)]_1 часто не 
существует, поэтому мы вводим понятие резольвентной последовательно­
сти, которая в совокупности по существу заменяет [Р(Х)]_1, но в то же 
время существует на полуплоскости П„, а не только в логарифмической об­
ласти.

2) Пусть у оператора Р существует фундаментальная функция Т. 
Тогда нетрудно показать, что задача Коши Pu=f обобщенно корректна, 
т. е.

а) Для любого +оо)(Х) существует единственное u^K'[s, +„>(У),
что Pu=f.

б) Если /а->0 в пространстве К'{,, +со) (X), то соответствующие этим
правым частям решения в К'{,, + ео) (У).

При этом решение дается формулой u=T*f (относительно определения 
свертки и непрерывности ее см. (3), определение 2 и лемма 2).

3) В качестве следствия из доказанной теоремы получаем следующий
результат: если-замкнутый линейный оператор А порождает группу-обоб- 
щенную функцйю (*), то существует фундаментальная функция оператора 
d2ldt2 - А2. ■;>; - -- —""J



Действительно, если R„ и Rn2 — резольвентные последовательности 
(Л, /) и (— А, 7) соответственно, то в качестве резольвентной последова­

тельности системы можно взять R2n=R nlRnz-
4) В случае Z=l, At=I, Ао=—А теорема превращается в критерий по­

рождения полугруппы-обобщенной функции, полученный в (3).
5) С помощью понятия резольвентной последовательности системы 

можно характеризовать свойства фундаментальной функции. Так, напри­
мер, почти дословно переносятся на фундаментальную функцию операто­
ра/’ критерии непрерывности, бесконечной дифференцируемости на (0,+°°) 
(т. е. гипоэллиптичности оператора Р) и аналитичности на секторе, ана­

логичные соответствующим критериям для полугрупп-обобщенных функ­
ции, полученным в заметке (4). Переносятся также результаты статьи (s) 
о необходимых и достаточных условиях принадлежности фундаментальной 
функции к классам r{zzift}, которые естественно назвать критериями 
(ттгл) — гипоэллиптичности оператора Р.
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