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В данной статье иерархия арифметических формул по числу перемен 
кванторов, предложенная Клини и Мостовским, обобщается на случай 
гиперарифметических формул с трансфинитным числом перемен кванторов. 
Устанавливается тесная взаимосвязь между этой иерархией и иерархией 
формул разветвленного анализа.

В статье без дополнительных объяснений употребляются понятия и 
обозначения, введенные в статье (*) за одним исключением: в статье не 
рассматривается язык П и поэтому слова «формула», «предикатор» и т. д. 
означают соответствующие объекты языка А.

В дальнейшем нам понадобится более сильное, чем обычно, отношение 
порядка между клиниевскими ординалами (2).

Это отношение определяется индуктивно.
Определение 1. Конструктивный ординал а мажорируется 

конструктивным ординалом fJ (a если выполнено одно из условий:
1) а 0. \
2) а 3-5', р 25 иа<об.
3) а =?= 2Т, р =?= 2s и ч <06.
4) а =f 3 • 5!, р =?= 3 • 5d и для всех п существует m такое, что 

{Z}(zz)<0{d}(m).
5) а =?= 2V, р 3 • 5г и существует п такое, что сЩ} (п).
Будем говорить, что а меньше р (а<ор), если 2“ 0 р.
При только что определенном порядке обычные функции ординальной 

суммы ®, ординального произведения ® и т. д. являются монотонными по 
обоим аргументам.

Теорема 1. Принцип трансфинитной индукции.
Va(vp <оаР(р) => Р(а)) => VaP(a).

Обычным образом введем квантор ЭХ как | VX |. Определим алго­
ритм p*LA□,где х — натуральное число, рассматриваемое как гёделев номер 
кортежа.

PlPxl^JJ> если PXL^J имеет вид (< <= <?);
p«»[n]|_Aj ;== В (X | п), если px|_Aj имеет вид NXB или п VX п 5;

j рх|_4_|, если p*[_Aj не имеет ни одного из этих видов.
Формула В называется подформулой формулы А, если при неко­

тором х В =f p*LAj.
Определение 2. Формула А является предваренной, если вся­

кая подформула А элементарна либо имеет один из видов: (Z е Q), VYB? 
И vy -]5.

Предикатор М имеет предваренную форму, если при каждом п формула 
(и <= М) предваренная.

Следующая лемма утверждает, что всякий предикатор равнозначен 
предваренному.
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Лемма. Для всякого предикатора М можно подобрать предваренный 
предикатор N такой, что

F(neM) -<=> t (re «= N),
(nejV).

Теперь можно обобщить на формулы языка А понятие числа перемен 
кванторов в формуле.

Определение 3. Формула D имеет а перемен кванторов, 
если D предваренная и существует такая функция ф, перерабатывающая 
кортежи натуральных чисел в клиниевские ординалы, что

1) ср О * у)=<оф(а:).
2) Если >«vLZ)J=jVX5,^LDj = И VT то

cp(z * г/) <0ф(ж).

3) Если p««L£>j = VX П В, pxlDj^ NYC, то
ф(я * У) <оф(я).

4) ф(0) =?= а.
Определение 4. Предикатор М имеет а перемен кванто­

ров, если при каждом п формула (ге е М) имеет а перемен кванторов.
Формула (предикатор) Q имеет ограниченное число пере­

мен кванторов, если существует такое а, что Q имеет а перемен 
кванторов.

Если формула (предикатор) имеет а перемен кванторов иа=^<$, 
то формула (предикатор) имеет 0 перемен кванторов; это легко следует из 
определений.

Теорема 2. Если М — предикатор и М имеет а перемен кванторов, 
то можно построить предикатор N, имеющий а перемен кванторов и такой, 
что

=> (= (re е N),
(гееМ) => =| (ne^V), 

1= Vx(x е N => х е N).

Следовательно, всякий предикатор, имеющий ограниченное число пере­
мен кванторов, пополним до всюду осмысленного. Но, как показано в ра­
боте (*), не всякий предикатор пополним. Следовательно, не для всякого 
предикатора языка А можно подобрать равнозначный ему предваренный 
предикатор N, имеющий ограниченное число перемен кванторов.

Эквивалентность между ограниченностью числа перемен кванторов в 
предваренной форме и пополнимостью утверждают следующие теоремы.

Теорема З. Пусть N — предикатор. Если существует такой предика­
тор М, что М имеет а перемен кванторов (а 0) и

■ I zzj re е N => re е М,

то существует предикатор К, имеющий а перемен кванторов й такой, что
^n^N <^\=-п^ К, 

x\n<=N о п^ К.

Теорема 4. Если 1= Vх(х е М => х е М), то существует предикатор N, 
имеющий ограниченное число перемен кванторов и такой, что

Д п<^ М <=> ге е N.

Теоремы 2—4 устанавливают классификацию формул языка А по числу 
перемен кванторов, аналогичную обычной классификации Клини — Мостов-
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ского для арифметических формул. Для доказательства нетривиальное™ 
этой иерархии служит следующая

Теорема 5. Для всякого а существует предикатор М, имеющий 
2“ перемен кванторов и такой, что не существует предикатора N, имею­
щего а перемен кванторов и такого, что

В е М => Ё п «= N,

п<^ М =>=\ п<^ N.

Для всюду осмысленных формул эта иерархия очень тесно связана с 
иерархией формул разветвленного анализа.

Дадим определение языка разветвленного анализа уровня сщ.
Определение 5. Термы обычные арифметические. Переменные де­

лятся на типы и порядки. Переменные первого типа — переменные для на­
туральных чисел. Переменные второго типа, а-го порядка — фигуры вида 
Ха, Ya, Za,..., где а — конструктивный ординал.

Ф о р м у л ы. a) (t = и), t, и — термы.
б) (А => В), А, В — формулы.
в) VJL4. X — переменная, А — формула.
г) (i <= Ж“), t — терм, Ха — переменная второго типа.
Смысл формулы вида Vt£aA состоит в наличии общего метода подтверж­

дения всех формул, получающихся замещением в А всех подформул вида 
(<е Ж“) на формулы B(x\t), где В — некоторая a-формула, т. е. формула, 
содержащая кванторы лишь по порядкам, меньшим а в смысле клиниев- 
ского упорядочения (3). В должна содержать лишь одну свободную пере­
менную — х. Смысл квантора по натуральным числам и импликацпи опре­
деляется обычным образом.

Обычным образом введем сокращения п, Я. Формула А разветвленного 
анализа называется (а, п)-формулой, если А имеет вид 
цоЗсо“ .. • 'ЯпХп'В, где уц есть V или Я, а В — а-формула.

Теорема 6. Если М — предикатор языка А, М имеет св ® (1 ® а) ® 
перемен кванторов и истинно Чх(х е М => х е М), то существует множест­
во S, определимое в разветвленном анализе (а, п)-формулой и такое, что

meS m М.

Теорема 7. Если S — множество, определимое в разветвленном ана­
лизе (а, п)-формулой, то существует предикатор М такой, что М имеет 
со ® (1 ® а) ® п перемен кванторов и

t= Vx(x е М => х М),
Fme М <=> meS.

Теорема 8 (вырожденный случай). Если
[= vх(х S М => X Е М~)

и М имеет п перемен кванторов, то существует такая предваренная ариф­
метическая формула А (х), имеющая п перемен кванторов, что

А(гп) -^^(пг^М).

Теорема, обратная теореме 8, очевидна.
Таким образом, иерархия арифметических формул по числу перемен 

кванторов естественно продолжается на все гиперарифметические выска­
зывания.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 27 XII 1972
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