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В пространстве Б2(—°°, 00) рассматривается следующая краевая за­
дача:

А1(д:)Р+Т'(а:)+А2(а;)Р-Т’(а;)=5(2:)1 -оо<ж<оо, (1)
где

1 1 ” Р±Т=± —Т(ж) +----- Г
2 2ni J

— со

Среди большого количества работ, посвященных изучению оператора 
(1), отметим исследования (1_6), на результаты которых мы будем опи­
раться в дальнейшем. В частности, если функции Aiii2 (х) принадлежат 
прямой сумме двух алгебр: алгебры В почти-периодических в смысле Бора 
функций и алгебры 7?0 непрерывных функций, представимых в виде абсо­
лютно сходящегося интеграла Фурье, то краевая задача (1) тесно связана 
с интегрально-разностными уравнениями, рассмотренными И. Ц. Гохбер- 
гом и И. А. Фельдманом (4). Основной результат, вытекающий для нее из 
указанной работы, состоит в том, что условие inf | ^4.t (я:) ^42 (а:) | ¥=0 яв- 

— оо<х<оо

ляется необходимым и достаточным, для того чтобы оператор (1) был 
Ф±- или Ф-оператором.

Мы изучаем такой случай нарушения этого условия, когда коэффици­
енты задачи имеют на вещественной оси счетное множество степенных 
нулей, распределение которых определяется следующим представлением 
функций 41,2 (х):

41(х) = (1-е““)Д1(а;), А2(ж) = (1-е-ад)Л(я), (2)
где а, 3 — положительные вещественные числа, As (ж) <^B+R0, i=l, 2, 

inf |Ai(я)A2(a?) 1=^0. Из (2) следует, что нули функций Ai,2(.z) рас- 
— оо СхСоо

пределены периодически и имеют точку сгущения на °°.
Построено общее решение задачи (1) с указанием необходимых и до­

статочных условий ее разрешимости. Рассматривая оператор, порожден­
ный левой частью уравнения (1), из пространства L2(—°°, °°) в некоторое 
более узкое банахово пространство DL2(—°°, °°), получаем, что он стано­
вится Ф+-, Ф_- или Ф-оператором. Пространство DL2 строится эффективно.

Кроме того, рассматривается случай квазипериодического распределе­
ния нулей, т. е. такого распределения, которое некоторым дробно-линей­
ным преобразованием вещественной прямой в себя переводит это распре­
деление в периодическое.

1. Классы функций. Вспомогательные предложе­
ния. Через Е2 {а, Ь} обозначим класс целых функций £2 (я), представи-

ь
мых в виде й(.т) dt, где (о(/)еЛ2(а, b). Через Мп обозначим ли-

а
неал, натянутый на функции ж’(ж+г)~п, 7=0, 1,..., n—1.
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Пусть жА=2А:л/а, &е/={0, ±1, ±2,...}. Если функция Ф(х)еЛ2(—<»,
оо

°°), все точки хк являются ее точками Лебега и У, | Ф (хД |2<°°, то че- 
fe== — оо

рез ф (ж) обозначим следующий ряд, сходимость которого понимается 
в среднеквадратичном:

1 е““-1
/и,ф(ж) = —У Ф(хД —---------(3;

а 1 i (x—Xk)
h= — оо

Ряд (3) представляет собой целую функцию класса Е2 {0, а} и является 
■бесконечномерным аналогом интерполяционного многочлена Эрмита: 
Л, ф (ж*)  = Ф (жА), /c^Z.

Пусть ак=(хк+хь-1)/2, Ьк=(хк+хк+1)/2, k^Z. Введем семейство проек­
торов {Рц}, Pi/Ф (ж) =щ(ж)Ф (ж), где еДх) — характеристическая функция 
интервала (щ, ЪД. Через Ь2{2л/а} обозначим линеал тех функций Ф(ж)е 
еА,(—°°), которые обладают следующими свойствами:

а) точки xh, k^Z, являются точками Лебега для функции Ф (ж) и 
£ |Ф(%) |“<оо;

■h= — ос

•> ЁЧ
Й=-оо

Ф(ж)-Ф(ж„)
Ж—Жь

Введем оператор Na, определенный на Е2{2л/а), УаФ (ж) = (1—ег1<х)-1 ■ 
• [Ф(ж)~Ja, Ф(ж) ]. В терминах этого оператора описание линеала Л2{2л/а} 
дает

Теорема 1. Для того чтобы Ф (ж) е£2{2л/а}, необходимо и достаточ­
но, чтобы У«Ф (ж) е£2 (—оо, °о).

Из теоремы 1 вытекает, что с введением нормы

и® (*)  iMiMiL+ii^u^-ooik
Т/2{2л/а} превращается в банахово пространство. Оператор сингулярного 
интегрирования ограничен в пространстве Л2{2л/а}.

Линеалы Мп, Е2{а, Ь), Ь<°°, и ЬД{2л/ос} =Р± (1г2{2л/а}) явля­
ются подпространствами пространства Л2{2л/а}. Подпространства Мп и 
£\{0, с}, сХ), являются инвариантными для оператора Na. При этом для 
натурального п Na(Mn)=Mn, Na(E2{0, с})=0 при 0<cX, Na(E2{0, с}) = 
=Е2 {0, с—ос} при с>а.

2. Уравнение (1) в пространстве Л2(—°°, °°). Периоди­
ческое распределение особенностей. Пусть для коэффици­
ентов задачи (1) выполняется представление (2). Тогда функции АДх) 
допускают факторизацию

Л (ж) =Дг (ж) е“с‘ , »=1> 2,

где [ДД (ж) ]±1е5+2?о и аналитически продолжимы соответственно в верх­
нюю пли нижнюю полуплоскость, 

lim —[arg а. (ж) ]2(,
/-►ОО

Пг
1 г Х(ж) 1 “

2л Г8 аДх) J

аДх} — почти-периодическая компонента функции Х(ж) (см. (4)).
Рассмотрим следующую краевую задачу:

Л/1ф=(1_е«“)Р+ф-е«= (1-е-“р)ХФ=Е(ж), (4)
\ x+i /
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где с=с2—п—п2—П1. Уравнение (1) стандартным преобразованием 
всегда может быть приведено к виду (4). Для определенности будем пред­
полагать, что а>^ и а/$ — рациональное число. Тогда существуют такие 
натуральные числа тир, что fi=(m/p)a, и следовательно, функции 
1—eixa, 1—е~<х1> имеют бесконечное множество общих нулей вида у f=2zn ’л;ф, 
ZeZ.

Основной результат для оператора Мt состоит в том, что его образ 
является подпространством пространства £<{2л/а}4- 
+Л2~ {2л/а}.

Действительно, если выполняется равенство (4) для некоторой Функ­
ции Ф(ж)^£2(—°°, °°), то из (‘) следует, что

(1-е,Е)/)Ф(1) =Qc(x)+Rn(x)+P+F (х), (5)

Р-Ф(х)=^с(,х)+В„(х)-Р-Р(х), (6)

где Q( (ж) е£2{0. с}. R,(x)^Mr. Но тогда из теоремы 1 следует, что 
P+F(ж)е£:{2л a}. P~F(ж)е£;{2л/^}. Таким образом, условие

£(х)«=£У{2л/а}+£2-{2л/р} (7)

' : эдимо для разрешимости уравнения (4).
Мет . тэрым получается полное описание образа оператора М,, про­

демонстрируем в частном случае, когда с=а+^, п=0 и, следовательно,

Подействовав на равенство (5) оператором Л'а, получим

p-<b=o^i)-Nj>-F. (8)

где £2= (ж t =.V3Q, i х I. Для того чтобы функция (8) была решением уравне­
ния (5), необходимо и достаточно, чтобы Qc(z)^(l—eiia)Q^(x)—/аР*г(ж). 
Учитывая это и действуя на равенство (6) оператором *,  получаем, что

* Оператор N? определяется аналогично оператору Na по системе точек (/;= 
=2/л/₽, j-Z.

Р-Ф=е-«“УД (е«“-1) йДж) +Д, . (9)

Для того чтобы функция, определяемая равенством (9), была решением 
уравнения (6), необходимо и достаточно, чтобы у=0, где 
V (х) = (е““— 1) Q?(x) +Ja, p*f^~P~F. Это возможно тогда и только тогда, 
когда

v(y>)=o, i^z- (Ю)
Г

Так как eV=l, Л. Р*г(у,)  =[/->т£] (yj для всех j—ml, l^Z, то послед­
ние условия эквивалентны требованию

Условия (10) определяют функцию (ж) с точностью до произвольной 
целой функции £2?/от(ж) класса £2{0, ^/т} следующим образом:

1—1
= ~_е^/т + у > ,

ЗФт1

eixfi-l
г (ж-у,) (12)

1048



где
_  L^3 Р](У1)~^1а,Р*т(У1)

l_eW“ при этом У |и,|2<°о. 
^-.. J

j= — oo

j=£ml

Таким образом, условия (7), (11) необходимы и достаточны для разре­
шимости уравнения (4).

Сформулируем окончательный результат для задачи (1) в рассмотрен­
ном случае. Через DL2 обозначим банахово пространство функций 
5(z)sL2 таких, что В(х) = [Л’1_(д:) А2+(х) ]~*В(х)<^Е 2+{2л/а}+В2~{2л/р}, 
В (у,) =0, yj=2jmn/fr, f^Z, с нормой

IIB1I DL2----- ими ьа*{2я/а)  +WI 1.2-{2я/Р).
Теорема 2. Пусть с=а+|3, п=0. Оператор, порожденный левой 

частью уравнения (1) и рассматриваемый из Ь2 в DL2, обратим справа. 
Если B(x)^DL2, то общее решение уравнения (1) имеет вид (8), (9), (12),

------ ) В (х).
х—i /

Аналогично рассматриваются случаи других возможных значений па­
раметров с и и, а также случай, когда 0/а нррацпонально.

3.Случай квазипериодического распределения осо­
бенностей. Пусть ах, а2, а3, at — вещественные числа и И=аш3—а2а^0. 
Оператор

[АФ] («)
1

Ф
a3t~i~a^

является линейным непрерывно обратимым в пространстве Z2(—°°, °°)-
Его обратный оператор имеет вид

D щ / а^~Да \
CL^ С1$Х \ 1 (L$X >[Я-'ЧЧи)

Если ©>0, то K±'P±=P±K±l, если ZJ<0, то К^'Р-=РК~1. 
Пусть, например, Z»0, тогда оператор

ТИ2ЧГ=(1—ехр [гссф (t) ])Р+ГЕ—

-ехр[гсф(О] ) (1-ехр[-фф(г) ])?-¥,
\ ф(0+{/

где ф(0 = (a1i+a2)/(a3Z+a4) подобен оператору Mt вида (4), М>=К~'М2К. 
Поэтому все результаты для оператора М2 очевидным образом вытекают из 
соответствующих результатов для оператора Мх.

Аналогичным образом исследуется соответствующий исключительный 
случай задачи (1) на замкнутом контуре, когда этим контуром является 
произвольная окружность комплексной плоскости.
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