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1. Один из важнейших результатов теории параболических дифферен­
циальных уравнений второго порядка — построение фундаментального ре­
шения p(s, х\ t, у). Это функция, позволяющая решать задачу Коши одно­
временно для пары сопряженных уравнений: формула

Р (я, х; Z, /) = j р (s, (у) dy

определяет решение одного из уравнений для ss(—t), стремящееся к / 
.при s\t; формула

Р (я, /; t, у)=J Р (я, х-1, y')f(x') dx

дает решение другого уравнения для ie(s, °°), стремящееся к / при t\s. 
Предположим, что в правых частях дифференциальных уравнений стоят 
операторы, переводящие 1 в неотрицательные функции. Тогда с помощью 
фундаментального решения можно определить для любых s, х вероятност­
ную меру Р„, х в пространстве траекторий, «рождающихся» в момент s в 
точке х, и меру ₽'■v в пространстве траекторий, «умирающих» в момент t 
в состоянии у. Мы приходим к двум сопряженным классам марковских про­
цессов {Р»,х} и {Р‘ обладающих рядом свойств регулярности (непрерыв­
ность траекторий, строгая марковость и др.).

Наша цель — построить аналогичную пару регулярных классов, отправ­
ляясь от произвольного марковского процесса (х(, Р), точнее от системы 
его двумерных распределений. Единственное требование, которое приходит­
ся дополнительно наложить, это требование абсолютной непрерывности дву­
мерных распределений относительно произведения соответствующих одно­
мерных распределений. Вся предлагаемая теория симметрична относитель­
но обращения времени, она строится в терминах измеримых структур (без 
введения топологии), в частности, в этих терминах дается определение ре­
гулярных классов марковских процессов.

2. Пусть каждому t из интервала А сопоставлена точка xt из некоторого
множества Et. Тогда мы говорим, что xt — траектория в пространстве состоя­
ний Et. Удобно ввести два вспомогательных состояния а и Ъ и доопределить 
xh считая, что xt=a при £<Д и xt=b при £>Д. Случайный процесс — это 
траектория, зависящая от (интервал А также зависит от со). В прост­
ранствах Et и Q введены измеримые структуры и при каждом t отображе­
ние XtfaT) измеримо.

Для каждого числового множества А обозначим через АТ (А) минималь­
ную о-алгебру в пространстве Q, относительно которой измеримы все ото­
бражения хи, неА. о-алгебры ATt=AT[—°°, t) и АТ'=АТ(А, +<»] описывают 
«прошлое» и «будущее» в момент t. Вероятностная мера Р в пространстве Q 
определяет марковский процесс, если при А^АТ,, В<^АТ‘

Р(АВ|х()=Р(А|х(Р(В|о;/) п.н. Р.

Если мера Р не вероятностная, но при каждом з меры Р{.г,еГ} о-ко- 
нечны, то будем говорить, что Р определяет обобщенный марковский про­
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цесс. Меру Р, заданную на й, можно перенести с помощью отображения 
со-»-на пространство Й всех траекторий. Будем говорить, что процесс 
(xt, Р) канонический, если Й=Й и интервал А открыт.

3. Будем предполагать, что Е, — стандартное борелевское пространство 
(*). Каждому обобщенному марковскому процессу (xt, Р) соответствует 
функция p(s, A; t, В) =Р{х„<=А; xte=B}, s<t.

Теорема 1 (см. (3)). Для того, чтобы функция p(s, A; t, В) соответст­
вовала некоторому каноническому обобщенному марковскому процессу 
(xt, Р), необходимо и достаточно, чтобы она представлялась в виде

p(s, Es; t, B)tmt(B) при stt. (4)
где m, — о-конечная мера, a p(s, х; t, dy) — субстохастическое ядро, причем 
почти наверное по мере ms

J p(s,x;t,dy)p(t,y;u,C)=p(s,x;u,C), s<t<u, (2)

p(s, х; tn, Etn)->A при tjs, (3)
и, кроме того,

p(s, Е3; t, B)\mt(B) при sU. (4)

Процесс (xt, P) однозначно определяется no p(s, A; t, В). При этом 

тпДА) =limp(s, A; t, Et) =P{x.^A},
Os

p(s, xs; t, B) =P{xt^Blxs} п.н. P, seA.

Функции p(s, A; t, В), удовлетворяющие условиям теоремы 1, мы будем 
называть определяющими.

4. Для сокращения будем обозначать через ц(/, Г) интеграл функции f 
по мере ц по множеству Г. В случае, когда Г совпадает со всем пространст­
вом, будем писать вместо ц(/, Г) также р/ или ц(/). Пусть р — какая-ни­
будь определяющая функция, и пусть hs(x) и g„(x), х^Е3,—.неотрицатель­
ные функции. Положим pgh(s, dx; t, dy)=gs(x)p(s, dx; t, dy)h‘(y). Если pf 
(или pg') является определяющей функцией, то мы говорим, что h р-экс- 
цессивна (соответственно g р-коэксцессивна). Назовем эквивалентным 
р-эксцессивные (р-коэксцессивные) функции, совпадающие при каждом t 
почти наверно по мере mt. Каждой паре g, h, где h р-эксцессивна, g 
р-коэксцессивна, отвечает определяющая функция pg\ Соответствующий 
марковский процесс (xt, Р/) имеет одномерные распределения 
ms(dx)hs(х)gs(x). Значение Р/(й) представляет собой билинейную форму 
относительно g uh. Мы будем обозначать ее через p<g, h). (Явное выраже­
ние для p<g, h> можно найти в (2)).

5. Теорема 2. Если определяющая функция p(s, A; t, В) задает в
пространстве E3XEt меру, абсолютно непрерывную относительно произве­
дения мер то существует измеримая по совокупности х, у функция-
p(s, х; t, у) такая, что

p(s, dx; t, dy) =ms(dx) p(s, x; t, y)mt(dy), (5)
\p(s,x;t,y)mt(dy)p(t,y;u,z)=p(s,x;u,z), s<t<u, x^E„ z^Eu. (6>

Функцию p (s, x; t, у) мы назовем переходной плотностью, от­
вечающей определяющей функции р.

Доказательство. По теореме Радона — Никодима найдется изме­
римая функция p(s, х; t, у), удовлетворяющая условию (5). Положим 
p(s, х; t, dy) —p(s, х; t, y)nh(dy), p(s, dx; t, y) =ms(dx)p(s, x; t, у). Пусть 
p(s, x; t; u, z)=Sp(s, x; t, dy)p(t, y; u, z) и аналогичными формулами опре­
деляются p(s, /; if; и, z) и p(s, x; t; u, f), где / — неотрицательная функция. 
Для каждого рационального г выберем в пространстве Ег опорную систему 
функций Wr ((*), п. 3.2). Положим х^Ев', если p(s, х; г,; г■,„])== 

26



= {p{s, x; r2, f) для всех рациональных s<rt<r2, f^Wr, и x^E„", если 
f', rz, s, х)—р(т\, f-, s, x) для всех рациональных rt<r2<s, f^W ri. 

Используя теорему 1, легко проверить, что та (ES\E/) =ms {Е,\Е") =0. 
При х^Е/, у^Е" положим p(s, х\ t, у) =p{s, х; г; t, у), где г — рациональ­
ное число из интервала (s, t). Для остальных пар х, у положим р=0. Легко 
проверить, что р не зависит от выбора re (s, t) и удовлетворяет условиям 
теоремы 2. Определяющие функции, удовлетворяющие условиям теоремы 2, 
будем называть абсолютно непрерывными.

6. Пусть р — абсолютно непрерывная определяющая функция. Рассмот­
рим множество -Жр, — °°, °°], всех марковских процессов (не обобщен­
ных) вида Р^1 таких, что Pg‘{mf А=£}=1. Из результатов (*), § 5 и (2), §4 
следует, что каждый элемент Р=ЖГ' однозначно разлагается по крайним 
точкам множества Л''Е■ Совокупность таких крайних точек обозначим Et+ 
и назовем пространством входов. Аналогично строится пространство выхо­
дов Et-, ie(—°°, °°]. Пространства входов и выходов — стандартные боре- 
левские. Каждой точке x^Et+ соответствует р-коэксцессивная функция, ко­
торую мы обозначим p{t+, х\ и, у). Формула ms{A)Ps, А(-)=Р{ж,еЛ, •} 
определяет процесс Р8, А из класса Ж,г. Обозначим через p(s; A; s+, dy)/ 
/ms{A) соответствующую ему меру на множестве крайних точек т. е. 
на Е„+. Легко проверить, что функция p+{s, х; t, В) =$p(s+, ж; t, у)Х 
Xp{t, dy; t+, В) удовлетворяет условиям (2), (3) для всех x^Es+. Мы по­
строили, таким образом, в пространстве входов Es+ нормальную переходную 
функцию в смысле (‘), (4). Формула

p+{s, dx; i, dy)=p{s, E„; s+, dx)p+{s, x; t, dy)

задает абсолютно непрерывную определяющую функцию в пространстве 
входов. Аналогичное построение возможно и для пространства выходов Et_.

7. Отправляясь от построенной нами переходной функции р+ (s, х; t, В) 
в пространстве входов, определим класс 5s- эксцессивных функций в этом 
пространстве как класс функций, удовлетворяющих условиям 
p+{s, х; t, h')\hs(x) при ils, h‘(x)<°° п.н. p{t, Et; t+, dy) (ср. (2)). Bee 
функции из 9>+ р+-эксцессивны в смысле п. 4, и каждый класс эквивалент­
ных р+-эксцессивных функций содержит единственную функцию из 
Формулы

E(a:)=liin p{t+, х; и, hu), h‘{х) =p{t, dx; t+,hl)/mt{dx)

определяют взаимно однозначное соответствие между функциями и
классами эквивалентных р-эксцессивных функций. Аналогичным образом 
вводится множество ^-эксцессивных функций на пространстве выходов и 
устанавливается его отображение на множество классов р-коэксцессивных 
функций.

Пусть s<t<u. Положим
p{s+,x;u-,z) = J p{s+,x;t,y)mt{dy)p{t,y;u-,z)

Et
(эта величина не зависит от выбора Ze (s, и)).

Теорема 3. Формула
hs {х) = J р (s+, х; и—, у) р {du, dy)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством функ­
ций h^9’+, нормированных условием р+<1, hy=i, и множеством всех ве­
роятностных мер на пространстве выходов. Формула

gs (х) = J р (s+, х; и-, у) р {ds, dx) 

устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством функ­
ций нормированных условием р_<1, g>=l, и множеством всех веро­
ятностных мер на пространстве входов.
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8. Из результатов (4) вытекает, что переходной функции р+ отвечаег 
регулярный класс марковских процессов в пространстве входов. Мы не бу­
дем воспроизводить здесь полного определения регулярных классов, вве­
денного в (4). Отметим только, что основным в этом определении является 
требование непрерывности справа переходной функции p^s, ха\ t, Г) вдоль 
почти всех траекторий (относительно всех мер Р, определяющих данный 
класс). В (4) доказано, что все регулярные классы являются строго марков­
скими и что для них эксцессивные функции непрерывны справа вдоль тра­
екторий. Аналогичный регулярный класс (с изменением направления отсче­
та времени) строится в пространстве выходов по р—
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