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В (4,2) были определены К- и J-методы построения интерполяционных: 
промежуточных пространств. В настоящей работе доказывается, что эти 
методы являются двойственными друг к другу.

Основные результаты работы: теорема 1 о сопряженном к банаховой 
решетке функций со значениями в банаховом пространстве и теоремы 2, 3, 
описывающие при естественных предположениях сопряженные к простран­
ствам К- и /-методы и содержащие в себе, в частности, теорему Ж. Л. Лион- 
са и Ж. Петре о двойственности для метода средних (4).

Н. Ароншайн и Е. Гальярдо первыми установили, что если Во, В{ — 
банахова (интерполяционная) пара, плотно в Во и в В,,
то (Е0+5Д *=В 0”ПАГ, (ВУ\В1)*=В 0,'+В1*,  где звездочка означает «тополо­
гически сопряженное», а равенство—изометрический изоморфизм (*).

Пусть В — множество (1, 2, 3,...}, ц — мера на В, цп=ц({и}), 0<ц„<°°, 
п=1, 2,... Вещественная функциональная банахова решетка (ф.б.р.) Е на 
(В, ц) называется правильной, если Е содержит положительную всюду 
(последовательность) функцию (в силу чего ассоциированное с Е простран­
ство Е' линейно и изометрично вложено в Е") и Е' совпадает с Е*  (3).

Для ф.б.р. Е и банахова пространства А через Е(А) обозначается сово­
купность всех А-значных функций (т. е. в данном случае последовательно­
стей) u=(ui, м2,...) таких, что (llttill^., ||»2Нл, • ■ ДеЕ; Е(А) — банахово 
пространство по норме ||u||E(A) = ll (lluilL, Ци2||л,. ..) IL.

Напомним, что метод констант (A-метод) построения интерполяцион­
ных пространств (2) состоит в том, что банаховой паре А„, At и двум ф.б.р. 
Ео, Et на (R, ц), Ео+Е^е, е=(1, 1,...), сопоставляется сумма Е0(А0) + 
+ЕДАД, в которой выделяется замкнутое подпространство постоянных 
функций (отождествляемых с их значениями) (Ао, A tEi, оно и будет ба­
наховым интерполяционным пространством Е-метода. Метод средних 
(/-метод) построения интерполяционных пространств (2) состоит в том, что 
банаховой паре Ао, At и двум ф.б.р. Ео, Е{ на (/?, p), Е/+Е/эе, EoflE^fO}, 
сопоставляется пересечение Ео (Ао) ПЕ, (А,) и линейный оператор /:

непрерывный из Ео(Ао)ПЕДАД в Ао+А<; фактор-пространство- 
П=1

Е0(А0) ПЕДАД//-1 (0) (отождествляемое с пространством значений опе­
ратора /) обозначается через (Ао, АД оно и будет банаховым интер­
поляционным пространством /-метода.

Лемма 1. Множество всех простых функций из правильной ф.б.р. В 
всюду плотно в Е.

Доказательство. Для ф*=Е  найдем последовательность простых 
функций <рп таких, что фи->-ф на В и | ф„ 111 ф |. По теореме Лебега о мажо­
рируемой сходимости фп-’-ф в топологии о(Е, ЕД, совпадающей в силу пра­
вильности Е с о(Е, ЕД. Согласно одной теореме Мазура существует по­
следовательность выпуклых комбинаций функций ф„, которая сильно схо­
дится в Е к ф.
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Из леммы 1 вытекает
Лемма 2. Если Е — правильная ф.б.р. на (R, ц), А — банахово прост­

ранство, то множество А-значных финитных на R функций плотно в Е(А).
Далее, верна
Теорема 1.*  Если Е — правильная ф.б.р. на (R, ц), а А — банахово 

пространство, то [Е(Л) ]*  изометрически изоморфно Е'(Л*).

* Утверждение теоремы получено и в (5) при дополнительных ограничениях на Е.

Доказательство. Пусть и*̂[Е  (Л) ]*.  Взяв х^А, ф= (ф4, ф2, • ■ •) ~Е 
и положив фж=(ф1ж, ф2аг,.. Де£(Л), имеем | <.<рх, п*>  |<||ж||А||и'||[Е(а)]’ 11<рИв. 
Так как Е — правильная ф.б.р., то для каждого фиксированного х найдется 
единственный элемент ф' (х) = (<piz (х), ф2'(яг),..Д пространства Е' такой, 

что <.ipx, и*У  = 2 фпфп/(ж)ц„. Определим на Л функционалы ип* равенствами 
П=1

<.х, гг„’>==ф/(ж), п=1, 2,... Ясно, что ип* линейны и для всякой функции 
гг=(и1,..., uN 0, 0,...) е=Е (Л) выполняется равенство <и, гг*>=

N N
=2 <Un, Un*>Pn.  Следовательно, ||ф||Е||и*Ц[ Е(А)Г> 2 фп||«п*11лЩп,  ОСсреЕ, п=1 П=1
JV=1, 2,... Таким образом, тп*=(иГ,  «/,...) принадлежит Е'(Л‘) и 
'IIu,||[e(a)]*>II tu*|| e-(a)*-'  Далее, линейный функционал на £(Л), определен­
ный выражением 2 <»n, wn*)p. n, u=(u!, и2,...)е£(Л), непрерывен и со- 

П=1
впадает на множестве Л-значных финитных функций с и", т. е. (по лем- 

оо
ме 2) и всюду <гг, 1г’>=2 <и„, ип’>цп. Теперь легко видеть, что оператор т 

П=1
осуществляет между [Е’(Л)]*  и Е'(Л*)  изометрический изоморфизм, ибо 

|<гг, гг‘>|< 2 11«п|1л1|ггп’11лЩп^1|и1к(А)11тк,||Е-(л-), т. е. ||u,||[E(a)]’^IIto’||e,(a-). 
п=1

Лемма 3. Если Ео, Е^ — две правильные ф.б.р. на (R, ц), Ло, Л, — ба­
нахова пара, Л0ПЛ1 плотно в Ло и в А,, то множество А^At-значных фи­
нитных на R функций плотно в Ео (Ло) и в Е, (Л,).

Следствие. Е0(А0) ЛЕДЛД плотно в Е0(А0) и в ЕДЛД.
Лемма 4. R предположениях леммы 3 пространство [2?0(Л0) +£i (ЛД ]’ 

изометрически изоморфно пространству Ео'(А0’)С\Е1'(ЛД).
Доказательство. По теореме Ароншайна — Гальярдо [£’0(Л0) + 

+£1(Л1)]-=[Ео(Ло)]-П[£1(Л1)]-. Пусть т(: [ЕДЛД ]‘-Е/(ЛД), под­
оператор изометрического изоморфизма, найденный в теореме 1. Пусть 
и'<=[Е„(А0) ]*П  [ЕДЛД ]*,  тщ’=(гг;1‘, ui2‘,...). Тогда при и=(щ, и2,.. Д е 

ОО 00
еЕ0(Л0)ПЕДЛД имеем <и, п*>=  2 <к„, По„’>Цп= 2 <к„, uln*>p„,  откуда 

п=1 п=1
иОп*=и 1п* на Л0ПЛ1. Обозначим через ип* функционал из (Л0ПЛД*,  совпа­
дающий на Л0ПЛ1 с иоА—Uir*.  Ясно, что ип* непрерывен на Л0Г)Л 2 в норме 
пространства Ло+Л! и, следовательно, единственным образом продолжается 
до функционала из (Л0+ЛД*.  Это продолжение мы снова обозначим »„*.  
Сужение и А на Л, совпадает, очевидно, с щ„‘, z=0, 1. Поэтому (IIu/HaV 
IIuz’IIaJ, • • -)^Ei, т. е. (щ*,  гг2*, ...) — точка пространства E0'(A0*)  ПЕ/( ЛД).

Кроме того, <щ п*>=  2 ^ип, и„*>р„.  Теперь понятно, что оператор, осущест- 
п=1

вляющий требуемый изометрический изоморфизм, можно определить ра­
венством те*=(щ*,  и2‘,...).

Лемма 5. Если Ео, Et — две ф.б.р. на (R, ц), Е0+Е,зе, Е^е, г=0, 1, 
Ло, At — банахова пара, то А0ПА,плотно и в (Ло, ЛД^ Е.

Теорема 2. Пусть Ео, Et — две правильные ф.б.р. на (R, ц), Е0+Е1Эе, 
Е^е, i=Q, 1, пересечение Л0ПЛ t плотно в каждом из пространств банахо­
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вой пары Ао, Тогда пространство [(Ло, А,)*  Е( ]’ изометрически изо­
морфно пространству (Аа*,  АТУе, е,

Доказательство. Сопряженное к (Ло, ЛДКЕ Е изометрически 
изоморфно фактор-пространству [£,0(Л0)+Е'1(Л1) ]/[ (Ло, ЛД Ej J-1-, где 
аннулятор берется в [£,0(Л0)+£'1(Л1) ]*.  По лемме 4 получаем, что 
[ (Ло, Л1) fo Ej ]‘ изометрически изоморфно пространству £0'(Л0*)П  
П£’,/(Л1*) у/[ (Ло, Л,)^ Ei где аннулятор берется в Е0'(Л0’) АЕД^Д). 
Для доказательства теоремы достаточно проверить справедливость равен­
ства [ (Ло, ЛДДЕ1 ]±=/"1(0), где J — интеграл в Л0’+ЛД от функций из 
ЕоДЛоДП^ЧЛ/Упо (7?, ц).

Пусть и'=(иТ, п2*, .. .)е£,о/(Ло’)П£'/(Л1*) и <u, и’>=0 при 
«е(Л0, ЛД^ Е . Возьмем, в частности, и—(х, х,.. .), геЛоАЛ,, тогда 

0= <а;, un’>|i„=<a?, 2! гг„*р,„>,  т. е. Е п„*ц„=0  и и* е7~‘(0). Обратно».
n=l w = i п=1

пусть u*̂7 _1(0), т. е. ряд Е и„*ц„  абсолютно сходится в Л0’+ЛД к нулю. 
71=1

Тогда при и—(х, х, . . х^АвГ\А,, имеем <u, п‘>=0. С учетом леммы 5 по­
лучаем, что п‘е[ (Ло, ЛД Jq Ei

Лемма 6. В предположениях леммы 3 пространство [£0(Л0) ЗЕ, (ЛД ]’ 
изометрически изоморфно пространству Ео'(Л0*)+.Е/(ЛД) .

Теорема 3. Пусть Ео, Et — dee правильные ф.б.р. на (R, ц), Ео', Е/ 
также правильны, Ёф+Е/зе, Е/^е, i—0, 1, Ло, At — банахова пара, ЛоАЛ» 
плотно в Л о и в А1.

Тогда пространство [ (Ло, ЛД^, Ei ]’ изометрически изоморфно прост­
ранству (Л0‘, ЛД)

Доказательство. Сопряженное к (Ло, ЛД Е1 изометрически 
изоморфно [/“‘(О)]-1-, где J — интеграл в Ло+Л( от функций из 
£’о(Ло)П£'1(Л1) по (R, ц), а аннулятор берется в [Е’о(Ло) Л.ЕДЛД ]‘, т. е. со­
гласно лемме 6 в Еф(Л0*)+2?Д(ЛД).  Для доказательства теоремы достаточно 
проверить справедливость равенства [/”* (0) ]-L= (Л0‘, ЛД)Е, ЕЧ.

При и*=(пД,  иД,.. .) е [/-'(0) J1, u—^Ut, u2,...) (0) имеем
со

<п, п‘>=0, т. е. Е пД)|хп=0, откуда вытекает, что nn*=n ‘+1 (положим, 
71=1

например, ип—х, un+1=—г, хеЛ0АЛ1, ит=0 при пг^п, тг+1), п=1,2,... » 
[*п+1

т. е. п*е(Л 0*,  ЛД) ^oEV Обратно, пусть и*=(х*,  х',.., ж*еЛ 0*АЛД=

= (Л0+ЛД‘, иеЛ‘(0). Тогда <и, u*>  = S <un, z’>p,„=< £ iznp,n, ;г‘>=0. Из 
n=l n=l

леммы 5 легко вывести, что множество функций и'=(х*,  х*, ...) с 
х*еЛ 0*ЛЛД  плотно в (Ло*,  ЛД) Е, Е,. Из непрерывности билинейной формы 
<и, и*>  на [Е’о(Ло) АЕ,(ЛД ]Х[Ео/(Ло’)+Е1/(ЛД) ] следует, что 
(Ло-.ЛД^^и-ДО)]^.

В заключение автор выражает благодарность С. Г. Крейну за постанов­
ку задачи и руководство работой.
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