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Академик АН АзербССР И. И. ИБРАГИМОВ, И. Ф. КУШНИРЧУК

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ОПЕРАТОРОВ БЕССЕЛЯ И ЭЙЛЕРА 
В ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим операторы Бесселя B=z2D2+zD+z2I и Эйлера E=z2D2+zD 
(D=d/dz, 7 —единичный оператор) в пространствах Ан однозначных ана­
литических в круге | z | <R, 0<7?<+°°, функций с топологией компактной 
сходимости. Известно (*), что цилиндрические функции 7„(г) являются ре­
шениями уравнения Бесселя Bw=n2w, т. е. собственными функциями опе­
ратора В, которые соответствуют собственным значениям %п=м2.

В этой заметке устанавливаем, что система функций {7n(z)}0“ обра­
зует квазистепенной базис в любом пространстве AR и при помощи этого 
факта находим условия разрешимости в АР. неоднородного уравнения Бес- 
селя

(S-n27)<p(Z)=/(z) (1)
с правой частью f(z)^AR.

1) На основании матричного описания линейных непрерывных в Ап 
операторов доказывается

Теорема 1. Операторы В и Е линейно эквивалентны в каждом прост­
ранстве Ar, 0<7?=< + оо.

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, что существует 
изоморфизм Т пространства Ап, который удовлетворяет соотношению

. ВТ=ТЕ. (2)

Для этой цели достаточно доказать подобие соответствующих в степенном 
базисе операторам В и Е матриц (см. (4)), так как операции умножения 
на независимую переменную и дифференцирования по ней являются не­
прерывными в пространстве АП. При 7?=+°° воспользуемся теоремой 4 из 
(5): элементы а^=1, /=/с+2, 7с=0, 1,..., матрицы оператора В—Е удов­
летворяют неравенствам

|а^|^ег|аг—aft|, j«SZ—1; I, k=0, 1,...,

|а«|^ег|аг—aft|, Zc^Z—1; Z,/=0, 1,...,

c ez=l/Z—»-0 при Z-*°°, Где aft=A:2, k=0, 1,... В случае конечного R эквива­
лентность операторов В и Е в Ав получается столь же просто, если вос­
пользоваться методами работы (4).

Итак, существует линейный непрерывный в АП оператор Т, удовлетво­
ряющий равенству (2) и имеющий такой же обратный оператор Т~1. Заме­
тим еще, что оператор Т можно выбрать так, чтобы сохранялись начальные 
условия

|77>(Z) |г=о=Л(О, £>(77i(Z)) |г=о=/г'(О)

для любой функции Л(г)еАл. Найдем элементы матриц этих операторов.
Лемма. Пусть [Z3ft]0“ и [^']0“ — матрицы операторов Т и Т~1 соот­

ветственно. Тогда справедливы следующие формулы-.

tjk

(~i)lkl

22,-Z! (Zc+Z)!
О

при j=k+2l,

при ]=£к+21, к, 1=0,1,...;
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(3)

(А+Z-l)! 
22,Z!(A+2Z—1)! 

О

при j=k+2l,

при j=£k+2l, к, 1=0,1,...
Доказательство. Так как уравнение Бесселя однородно, то в ка­

честве собственных функций оператора В, соответствующих собственным 
значениям кк=к2, можно взять функции q>k(z) =2kk\Jh(z). Обозначим через 
ipfe (z) собственные функции оператора Е, которые соответствуют тем же 
собственным значениям А*. Они определяются из уравнения Эйлера 

(Е—кЧ) ф* (z) =г2фк" (z) +гф*'—k2tyk(z) =0,
решения которого, удовлетворяющие начальным условиям

фл(0)=2*А!Л(0)={ *0’ к=0,
к=1,2,

к=1,..., 
к=0,2,..

имеют вид ipft(z)=zft, к=0, 1,... Из равенства (2) следует, что BTtyk(z) = 
=TEtyh(z)=k2Ttyh(z'), i. е. функции <pA(z) =T^k(z) являются собственными 
функциями оператора В. Поэтому

Г? 2*Ш*(г) zk J|Zf(fe+z)! ( 2 ) ’ к

1=0

Отсюда непосредственно получаем формулы (3) для элементов tik мат­
рицы оператора Т, являющейся нижней треугольной. Поэтому и обратная 
ей матрица Т~1 также является нижней треугольной; ее элементы t*, ]&Лс, 
определяются из следующих систем линейных уравнений:

m=k, k+i,...,j

(6m, * — символ Кронекера), которые являются поэлементной записью ра­
венства матриц операторов ТТ~1 и I. Решая эти системы (их определители 
равны единице), приходим к формулам (3) для элементов Z,/ матрицы 
оператора Т~\

2. На основании формулы (4) получаем очень простое доказательство 
известной (см. (*)) теоремы Неймана о разложении любой функции /(z)*= 
<=4Л в ряд по функциям Бесселя с целыми неотрицательными индексами.

Теорема 2. Любая функция f(z)^AR единственным способом разла-
со

гается в ряд вида /(z) = £ dkJk(z), при'этом 
fc=0

1 , , 2
lim—-
fe->co гС в£1

(5)

оо

Доказательство. Пусть /(z)e4R и g(z) =71~1/(z) = £ chz\ где 
k=0

Ck = ^-gw(°), А=0,1,...
ki

удовлетворяют условию lim \ck\l,ll*SA/B. Тогда
сю

на основании (4) имеем

/ (z) =Tg (z) = ^\kTzk= £dkJk ’

fe=0 k=0
где dk=2hklck, и поэтому неравенства (5) получаются отсюда очевидным 
образом.

Теорема 2 показывает, что система функций {7„(z)}0” образует 
квазистепенной базис в любом пространстве AR, 0<Ж+°°.
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Замечание 1. Укажем другой способ определения элементов tjA мат­

рицы оператора Z-1. Пусть h (z) = hkzk^AR и разлагается по цилиндри- 
л=о

ческим функциям в ряд: 2 Мл (z) =/i (z). Тогда (см. (‘)) коэффициенты Ък,
к=0

А =0, 1,..., этого разложения определяются через hk, к=0, 1,...:
/ 7 __ __  J \ |

b0=k0, bk=kX1 2s_2m-------—-----hk-2m, к=1,2,...
z—l ml
m=0

Так как 77“1zA= 2 то
5=0

co oo oo oo oo

T~ih(z)=fpi tjkZ’ ^(У*, hktjt .
k=0 k—0 j=0 j=Q k—0

С другой стороны,

(6)

k=0 k=0

На основании единственности разложения в степенной ряд

Подставим сюда выражения (6) для bhi

k=0

°° a li/2] / х

h,k (/-1)! L 2z’"m! J’2m’

k=0 m=0

Так как fe(z) — произвольная функция из AR (т. е. коэффициенты hk 
произвольны, лишь бы fe(z)e/lK), то из этих соотношений следует, что 
£й'=0 при /<&; tjk' — отличны от нуля, когда / и к, ]>к — неотрицательные 
целые числа одинаковой четности, и выражаются при этом формулами (4).

3. Применим к обеим частям уравнения (2) оператор 7-1; учитывая при 
этом, что Т~1В=ЕТ~1, получим

(£-n27)i|)(z)=g(z), (7)
где

ф(г)=Т *<p(z), g(z)=7’-1/(z) = yi|gftz\

fc=0

Очевидно, что уравнение (2) тогда и только тогда имеет решение ср (z) s 
<^AR, когда в этом пространстве уравнение (7) имеет решение ip(z); при 
этом ф (z) =7\)(z).

Теорема 3. Для того чтобы уравнение (7) имело аналитическое
1

в круге |z| <R решение, необходимо и достаточно, чтобы &п = ~Д\ =^‘

При этом
ф (z) =azn+ V g* -z\ 

I к—пг

где а — любое комплексное число.

(8)
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Доказательство. Будем искать решение уравнения (7) в виде ряда 

ф(г) = £ ofez*. Тогда для определения коэффициентов оц получаем систему 
s=o

ак(к2—п2) =gh, к=0, 1,... Отсюда при к^=п имеем aft=g*/(к2—п2).
Если gn=0, то в качестве ап можно взять любое число а. Поэтому ре­

шение уравнения (7) действительно имеет вид (8). И наоборот, если су­

ществует решение "ф (z) — 2 уравнения (7), то при любом к=
к=о

=0, 1,... должны выполняться равенства фД/с2—re2) —gh; откуда при к=п 
получим, что g„=0.

Заметим еще, что первое слагаемое правой части (8) является общим 
решением однородного уравнения Эйлера (с g(z)=0), принадлежащим 
пространству Ая.

Для получения формулы решения уравнения (2) разложим предвари­

тельно функцию f(z) = 2 fkZk^AR в ряд по функциям Бесселя:
ft=o

где согласно (6)

aO=f<h

Тогда

[т/2]

am=rn J1,3”-2’

s=0

m=l, 2,...

m=0 m=0

т. е. gm
dm 

ml-2m m=0, 1,... Поэтому из теоремы 3 получаем

Следствие. Для того чтобы уравнение (2) имело решение, необходи­
мо и достаточно, чтобы при и=0, /о=О или при в=1, 2,...

Гп/21£2-.ЦДП.м,_0. (9)
s=0

При этом

<p(z)=an! 2n •7„(z)+

Замечание 2. Условие (9) выполняется, очевидно, тогда, когда коэф­
фициенты Д разложения правой части f(z) уравнения (2) в ряд Тейлора 
удовлетворяют равенствам /о=Д= .. ■ =fn=Q при четном п, или Д=/з= ... 
... =/„=0 при нечетном п.
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