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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 12 VI 1973)

Недавно П. П. Забрейко, М. А. Красносельский и Ю. В. Покорный (*) 
выделили и изучили новый класс линейных положительных операторов в 
банаховых пространствах. Каждый оператор выделенного класса имеет ве­
дущее собственное значение. В (‘) указана оценка зазора между этим соб­
ственным значением и остальным спектром оператора.

Ниже результаты статьи (') переносятся на операторы в линейных то­
пологических пространствах.

1. Пусть (Е1, т) — вещественное отделимое линейное топологическое 
пространство, полуупорядоченное замкнутым конусом К. Назовем элемен­
ты и, v е К с р а в н и м ы м и, если найдутся X, ц > 0 такие, что цк.
Конус К очевидно распадается на непересекающиеся компоненты, состоя­
щие из элементов, попарно сравнимых между собой.

Для каждых двух сравнимых между собой элементов пир определяется 
уклонение между ними. Это число

0(щ р) = 0/сс,
где

Р = inf {ц: цр > и}, а = sup{%: Tv и}.

Пусть К — компонента. Обозначим через R множество лучей вида

х - {Ти: Т е (0, °°), и е И}.

Тогда, как легко проверить, равенство

р(х, у) = In 0(и, р),

где и е х, v е у, определяет метрику в R (см. (*)).
Компоненту R назовем нормальной, если для некоторого и е R ко­

нусный отрезок <0, и> ограничен в топологии т. Ограниченным будет каж­
дый конусный отрезок <0, р>, если р — элемент нормальной компоненты.

Напомним, что линейное топологическое пространство (Е, т) называют 
полуполным (см. (2)),если любая фундаментальная последователь­
ность элементов пространства сходится к некоторому элементу этого про­
странства.

Лемма 1. Пусть Е полуполно, а компонента R нормальна. Тогда мет­
рическое пространство Ц полно.

Доказательство. Пусть щ е R. Рассмотрим пространство Еиа эле­
ментов х е Е, обладающих тем свойством, что au0 х для некоторых
<х и р. Введем в пространстве Еиа По-норму ||хс||„0 — inf {t\ —tu0 С х < tu„} 
и покажем, что это пространство полно в По-норме.

Пусть последовательность {хп} е Еи„ фундаментальна по п0-норме, т. е. 
для любого 6>0 найдется такое А=А(б), что ||ж„—жт||П(><б при m, ri^N. 
В силу нормальности R конусный отрезок <—8и0, ограничен в тополо­
гии т и для любой фиксированной окрестности нуля V найдется 6 > 0 такое, 
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что <—био, 6щ> cz V. Поэтому xn — xm e V при m, n > N (д'), т. e. последова­
тельность {xn} фундаментальна в топологии т. Так как Е полуполно, то 
найдется элемент х* е Е такой, что хп -+• х*. Из замкнутости К вытекает, 
что х* е Еи„. Переходя в выражении

—ди0 < хп — хт < био

к пределу при т -> °°, получаем, что ||az„ — ж*||ио < 6 при п N(8), т. е. хп 
сходится к х* в Еио. Следовательно, пространство Еио полно.

Используя полноту Еи„, с помощью рассуждений леммы 1 работы (’) 
устанавливаем полноту Й.

2. Определенный на Е аддитивный, однородный и положительный опе­
ратор А назовем, следуя (‘), фокусирующим, если он отличен на К 
от тождественного нуля и если

0 (Ах, Ау) С с2, х, у е К, Ах, Ау =£ 0. (1)

Минимальное из чисел с > 0, при котором выполняется неравенство (1), 
обозначим через 0(Л).

Компоненту, которой принадлежат все ненулевые значения А на К, обо­
значим через R(Л). Назовем оператор А невырожденным, если из 
и е R(A) следует Аи 0.

Собственное значение линейного оператора А называют позитивным 
(3), если /.о > 0 и если ему отвечает положительный собственный вектор. 
Лемма 1 и рассуждения работы (‘) позволяют доказать следующее утвер­
ждение.

Теорема 1. Пусть Л — невырожденный фокусирующий оператор, при­
чем компонента R(A) нормальна, а Е полу полно. Тогда А имеет единствен­
ное позитивное собственное значение.

3. Пусть Ио е К. х е Еи,. Величину

OSC(z, и ) = ^0 — «о,

где а0 — наибольшее из a, a fl0 — наименьшее из JJ, при которых выполняют­
ся неравенства ащ < г < ри0, назовем осцилляцией элемента х отно­
сительно По (')• Нетрудно видеть, что osc(a:, и0) > 0, причем osc(ar, и0) = 0 
в том и только том случае, когда х = Хи0. Очевидно равенство

osc(pz, vu0) =— osc(.r, Ito).
V

В С1) доказано, что если Л — невырожденный фокусирующий оператор 
и и0 е R(Л), то справедливо неравенство

(2)

Лемма 2. Пусть (Е, т) — полуполное отделимое линейное топологи­
ческое пространство, L — линейное многообразие в Е, наделенное такой нор­
мой Н'Н, что топология, порождаемая ею, сильнее топологии, индуцирован­
ной на L топологией т. Пусть L полно в норме || • ||. Пусть, наконец, 
А: (Е, т) (L, ||'||) — непрерывный линейный оператор. Тогда индуциро­
ванный оператором А оператор A: (L, || • ||) -> (L, || • ||) непрерывен и его 
спектр совпадает со спектром А, за исключением, может быть, точки 7. = 0.

Доказательство этой леммы близко к доказательству соответст­
вующего утверждения для операторов, действующих в банаховых простран­
ствах (см. (5)).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и некоторая окрест­
ность нуля W в топологии т отображается оператором А в конусный отре­
зок (—z, z>, причем z^R(A). Тогда, если Ао, — позитивное собственное зна-
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0(A)—1
Х°0(Л)+1

чение оператора А, то весь остальной спектр А лежит в круге

|Л|^

Доказательство. Пусть — положительный собственный вектор 
оператора А, отвечающий Хо. Тогда и0 *= Е(А) и, следовательно, z 1и0 при 
некотором I. Поэтому AW <= <.—lu0, Zu0>, откуда следует, что АЕ <= Еи„. Из 
леммы 1 вытекает, что Еио полно в норме || • ||ио. Таким образом, мы находим­
ся в условиях леммы 2, и поэтому достаточно рассмотреть спектр операто­
ра А. Еио > Еио,

Множество Ки„ = К П Еи„ является телесной полугруппой в Еи„ А — ли­
нейный оператор и А-Ки <= -Ки. Поэтому из теоремы Крейна — Рутмана (4) 
следует, что существует функционалтакой, что A*f=kof. Обозна­
чим ядро / через F. Нетрудно проверить, что AF <= F и и0 & F. Функционал

Ыо = OSC(z, По),

как легко видеть, является нормой на подпространстве N = Еи„ Л F. При 
этом

WL8? Ikllo < 2||a;||U0,

т. е. норма II • ||0 эквивалентна обычной щ-норме.
Опираясь на неравенство (2), получим для любого элемента х е N 

11Д2г110= OSC (Ах, Uo) = OSC (К0Ах, ХоИо) =Х0 osc (Ах, Аи0) <

0(A)—1
^Х°0(А) + 1 osc(z, Но) =%о"

0(A)—1
0(А)+1

■Ыо.

Таким образом,
0(А)-1

°0(А)+1

Отсюда вытекает утверждение теоремы.
В заключение выражаю искреннюю благодарность М. А. Красносель­

скому за руководство работой.
Воронежский государственный университет 
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