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Под неравенствами типа С. М. Никольского мы, как обычно (см., напри­
мер, (2)—ДЗ)), будем понимать неравенства между различными нормами 
одной и той же функции на заданных множествах.

Отметим, что многочисленные исследования таких неравенств проводи­
лись или на всей вещественной оси, или на ее конечном отрезке *.

* В многомерном случае см., например, работы (*,2, 4).
** Более подробные сведения о функции d(z, х) имеются в работе (7).

В этой работе нами получен ряд общих и точных в смысле порядка не­
равенств указанного типа для многочленов комплексного переменного 
вдоль спрямляемых кривых Жордана.

Пусть Г — замкнутая или разомкнутая спрямляемая кривая Жордана, 
2(Г) — длина кривой Г; функция zz?=cp(z) отображает внешность кри­
вой Г плоскости z на внешность у, у: | w | =1, плоскости w, так что ср(°°) = 
=°°; Гк, 7?>1,—линия уровня кривой Г, соответствующая окружности 
| w | =/?; d(z, х) — функция точки геГ, определяющая расстояние этой точ­
ки до кривой Г1+х, z>0 **.  Обозначим через & совокупность всех алгебраи­
ческих многочленов степени и введем в рассмотрение две нормы:

l|P„llMr)= (JlP„(z)lpl&|) , р>0; (1)

Отметим, что в случае, когда кривая Г разомкнутая, интеграл берется 
по границе разрезанной вдоль Г плоскости.

Нами доказана следующая
Теорема 1. Если Pn(z)Г — произвольная спрямляемая кривая и 

р>0, то
/ Я” \ 2/Р

max |Pn(z)|s£ (— ) [б (Г) J'^UPnLpfr), (3)
геГв ' !

где тп=п+1,

б (Г) = Sup
геГн

с |dil
rli—z|2 ’

В дальнейшем мы воспользуемся следующей леммой. 
Лемма 1. Если Г — произвольная спрямляемая кривая, 

Рп (z) имеем
IIPnU(rB)=^Rn+1/pl|PnllMr), Р>0,

1|Рп1кр(Гв)С/?"||Р„|кр(Г), р>0.

то для

(4)

(5)
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Неравенство (4) получено в работе (5), а неравенство (5), которое в не­
котором смысле улучшает неравенство (4), доказано нами*.  С помощью 
теоремы 1 и леммы 1 доказывается следующая

* В случае, когда Г есть окружность lzl=l, неравенство (5) в смысле порядка 
точнее, чем неравенство (4).

Теорема 2. Если Г — произвольная спрямляемая кривая и 0<р^ 
то для Pn(z)^.^ имеем

г / Rm \2 т\\Рп\\^^ПП^'+1/Р' — )б(Т) ] ||Р„ИМГ) (6)

и
11/’„С(гй)^-/’’[(—) г(г)б(г)] ||Р„Пмг), (7)

где m и 6 (Г) определены, как и в теореме 1.
В теоремах 1 и 2 нормы вдоль линии уровня Гя оцениваются посредст­

вом другой нормы вдоль заданной кривой Г. Подобные утверждения дока­
заны нами еще в случае, когда нормы, входящие в указанные неравенства, 
берутся вдоль одной и той же кривой.

Теорема 3. Если Г — произвольная спрямляемая кривая и 0<р^ 
C/ASoo, то для PJ^^P имеет место

. 7 . 2(1/р- 1/р-)
(—) [6ЛГ)]‘/’-1,’'11Л1|1мг), (8)

где
С Idil 

б„'(Г)= Sup J-ft—-ti- 
2£Г1 + 1/п Г IZ_Z|

Из этой теоремы непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 1. При условиях теоремы 3 имеем

. 72 . 1/р—1/р' [- Л -,1/р—1/р'
ЦРХР-(г>^ (-^-) [^)|] (9)

где
d(i/ri) = inf d(z, i/n).

Введем в рассмотрение теперь следующие классы кривых.
Замкнутую спрямляемую кривую Г, с отображающей функцией <p(z), 

назовем кривой типа (5), если

и кривой типа (а), если

|ф(0— ф(2) |=^И|г—z|1/o, lsSasS2, £еГя, zeT.

Наконец, замкнутую спрямляемую кривую Г будем называть кривой 
типа (7V), если она состоит из дуг, имеющих непрерывную кривизну, 
и угловых точек z{, г=1, 2,..., к, с внешними углами, равными щл, 0< 
<щ<2, причем

Л’= max (1, щ).

Очевидно, что класс кривых типа (а) при всех а, 1СаС2, шире класса 
кривых типа (5), а последний в свою очередь содержит в себе класс спрям­
ляемых аналитических кривых Жордана. Поэтому следующее утвержде­
ние, вытекающее из теоремы 3, является обобщением и улучшением, 
в смысле постоянного множителя, известного неравенства Севелла (в).

38



(10)

Следствие 2. Если Г<=(а), Pn(z)s^ и 0<р<р'^о°, то
/ I2 \ t/p-i/p’ / л \ «<‘/р-1/р’>

Ы (т)
Отсюда вытекает
Следствие 3. Если Г: |z| =1, Pn(z) —ЗА и Q<p^p'^°°, то

(212 \ чр-Чр’—) П1/р-^’||Рп|кР(г). (И)

Заметим, что непосредственным вычислением из теоремы 3 можно для 
алгебраических многочленов получить неравенства типа С. М. Никольско­
го на прямолинейном отрезке, доказанные ранее в работах (2, 3).

Используя некоторые свойства кривых класса (А) из теоремы 3, можно 
получить

Следствие 4. Если Г<= (A), Pn(z)и 0<р^р'^°°, то

\\Рп\\ьР'<г^\АпУ(1'^'Ц\Рп\\^, (12)

где А — абсолютная константа, зависящая лишь от свойства кривой Г.
Следствие 5. Если Г — произвольная спрямляемая кривая, содержа­

щая точки возврата (т. е. угловые точки с внешним углом, равным 0 или 
2л), и Pn(z)^SP, то при 0<р^р'<оо имеем

1|Р„кРЧг)<'(Лп) 2(1/р—1/рг) (13)ll-f* п111.р(Г),

где А — абсолютная константа, зависящая лишь от свойства Г.
Отметим, что с помощью данных неравенств методом, приведенным 

в работе И. И. Ибрагимова (2), можно получить непосредственные аналоги 
теорем А. А. Конюшкова (8) на произвольных кривых, связывающие наи­
лучшие приближения некоторых функций посредством многочленов, в раз­
личных интегральных метриках.
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