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Пусть X — топологическое пространство, А<=Х, £ —семейство подмно­
жеств из Хи т - кардинальное число. Положим

Г={5: Я=П{С: С^'}, |^|<т},

^={В- B=U{C: С^'}, £'<=£, |V|<x}.
Через с(Х), £(Х), s(X), лш(Х) и w(X) обозначаются число Суслина, тес­
нота (3), плотность, л-вес (4) и вес пространства X соответственно, через 
■ф(В, X) и %(S, X) — псевдохарактер и характер множества В в X соответ­
ственно.

Будем говорить, что семейство д плотно относительно семейства |, если 
для всякого непустого существует непустое Яед, для которого В~А. 
Назовем семейство £ л-сетью в X, если £ плотно относительно семейства 
всех открытых в X множеств. Таким образом, у — л-база в X' (4), если 
у — л-сеть в X', состоящая из открытых в X' множеств. Будем говорить 
также, что т] — сеть относительно семейства если для всякого и
всякого х^А существует Яет] такое, что х^В^А. Следовательно, £ — сеть 
в X (*), если ? — сеть относительно семейства всех открытых в X множеств.

С помощью (6) легко получаем '
Утверждение 1. Пусть X — Т^-пространство точечно-счетного типа.
Тогда семейство всех бикомпактов счетного характера является сетью 

относительно семейства всех Gs-множеств из X.
Утверждение 2. Пусть у — л-база в X и А — нигде не плотное в 

X множество.
Тогда существует дизъюнктное семейство у'<=у такое, что (7=U {U: U^} 

всюду плотно в Хи A<=X\U.
Теорема 1. Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа и 

§ — сеть в X.
Тогда w(X)^ | £ | х°.
Доказательство. Положим В = {[А]: Тогда в силу

утверждения 1 £={Яе|: существует бикомпакт FH счетного характера 
такой, что H<=FH} — сеть в X. Поскольку X — Тг-пространство, то семей­
ство {Х\[А]: является псевдобазой в X для всякого бикомпакта
НсхХ. Следовательно, если Я«=£;, то %(Я, Fh)=^{H, Fa\^if(H, X) < |£|, 
итак как %(Я, Х)^х(Н, FH)%(FH, X) (6), то %(Я, Х)С |£|. Для всякого 
Яе£ зафиксируем ун — базу Я в X, для которой |ун|111 • Нетрудно про­
верить, что у = U {ун: Яе^} - база в X и |у|<|5||?|^|^|<|||4

Теорема 2. Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа. Тог­
да w(X)^s(X)t(x\ |

Доказательство. Пусть [5]=Х и |S|=s(X). Положим т] = {[4]: 
А >=5, |A|=^i(X)}. Легко показать, используя утверждение 1, что |=т]к» ~ 
сеть в X. Но тогда по теореме 1 w(X)^ | J-1 | р | l!o<s(X)‘(i).

Следствие 1. Если X — Тг-пространство точечно-счетного типа со 
счетной теснотой, то wJJX^s^X)
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Утверждение 3. Пусть всякое нигде не плотное в X множество се­
парабельно и кроме того выполняется хотя бы одно из следующих условий-. 
а) X не содержит изолированных точек-, б) с(Х)^К0. Тогда с(-4)<К0 
и s(t4)<Xi для всех АаХ.

Доказательство. В каждом из случаев а), б) с(Л)=^Ко для всех 
А<=Х (см. (9)), и, следовательно, условия утверждения 3 выполняются для 
каждого А<=Х. Поэтому достаточно показать, что s(X)^K1. Действитель­
но, если U открыто в X и s(U) > Ко, то существует такое, что «(Л) =
= Ki. Значит, существует непустое открытое в X множество Vc[A] и, сле­
довательно, и s(F)CN1. Таким образом, £={Z7: U открыто
в X, — л-база в X. Тогда по утверждению 2 существует
такое, что [ U} =Х, откуда и получаем s(X) «£ К4.

Теорема 3. Пусть всякое нигде не плотное в X множество счетно, 
и, кроме того, выполняется хотя бы одно из следующих условий: а) X не 
содержит изолированных точек-, б) с(Х)^К0. Тогда X — наследственно 
финально-компактно и К4 для всех

Доказательство. В силу утверждения 3 достаточно показать, что 
X финально-компактно. Действительно, пусть у — открытое покрытие X. 
Так как £={J7: U открыто в X и существует для которого U<=Vu} —
база в X, то по утверждению 2 существует дизъюнктное подсемейство pcz£, 
для которого 77=Х\1) {U: Пер} нигде не плотно в X и, следовательно, счет­
но. Ясно, что тогда ^'={VX: x^F}\}{Vv: Пец} — искомое счетное подпо­
крытие, где x^Vz^y п для всех x^F и Доказательство за­
вершено.

Теорема 4 (К,<2*°). Пусть X — полное в смысле Чеха простран­
ство, всякое нигде не плотное подмножество которого счетно, и пусть, кро­
ме того, выполняется хотя бы одно из следующих условий: а) X не содер­
жит изолированных точек-, б) с(Х)<Х0. Тогда X — наследственно финаль­
но-компактное наследственно сепарабельное пространство.

Доказательство. Положим V=U{Z7: U открыто в X и s(H)^K0} 
п H=X\U. Ясно что s((7)^ Ко. Поэтому, если Я=/=Л, то s(.ff)>K0 и в силу 
теоремы 3 «(Я)=К4. Кроме того Н наследственно финально-компактно и, 
следовательно, с первой аксиомой счетности. Значит, Н=[{уа: а<и,}] = 
=U{FP: [}<(0i}, где ^p=[{ya: сс<{5} ]. Поскольку FflU—A и s(2?p)^K0, тс 

и |Я| = К4. Но тогда в И существует изолированная точка х0 (10) 
и, следовательно, £7U {а:0} — открытое в X сепарабельное множество, чтс 
противоречит определению V. Таким образом, £7=Х и s(X)^K0. Посколь­
ку условия теоремы 4 наследуются по всем замкнутым подмножествам, тс 
в силу (3,9) X наследственно сепарабельно.

Говорят, что X — пространство со свойством Бэра, если пересечение 
любого счетного семейства открытых всюду плотных в X множеств всюда 
плотно в X. Полные в смысле Чеха пространства, бД-множества регуляр 
ных счетно-компактных пространств, а также С5-множества базисно-ком 
пактных пространств обладают свойством Бэра. Говорят также, что функ 
ция /, заданная на семействе g, является функцией выбора на £, есл1 
/(Л)е4 для всех Положим /(£) ={/(Л|):

Утверждение 4. Семейство | — п-сетъ в X тогда и только тогда 
когда [/(£) ] =Х для всякой функции выбора / на £.

Лемма 1. Пусть X — пространство со свойством Бэра, лш(Х)<К4 
^={Ла: а<со4} и т] — семейства нигде не плотных в X множеств и, кром 
того, ц плотно относительно семейства всех Оъ-множеств из X.

Тогда в X существует дизъюнктная л-сетъ такая, что | В1
ПЛа=^Л} | < Ко для всех Аа^.

Доказательство. Пусть у={Ua: а<со4} — л-база в X, и пусть уж 
определено дизъюнктное семейство {Ва: а<а'<®4}<=1|. По условш 
(П<х’\и{[7?а]: а<а/})\и{[Ла]: а<а/}==С(Х’=Н=Л и существует Сер тако« 

что A^C<=Ga'. Положим С—Ва’. Нетрудно проверить, что построенное та 
ким образом семейство |={5a: а<®4} — искомая л-сеть.
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Предложение 1 (CH). Пусть X — пространство со свойством Бэра, 
w(X)^2 ,̂ г] — семейство нигде не плотных в X множеств и, кроме того, 
ц плотно относительно семейства всех Gb-множеств из X.

Тогда в X существует дизъюнктная п-сетъ со следующим свойст­
вом-. если Y^X, с(У)^К0 и / — функция выбора на семействе Х={УП 
ПВ: то /(X) — наследственно финалъно-компатно и каждое нигде
не плотное в У множество Сс/(Х) счетно.

Доказательство. Пусть ц — база в X, | у | ^2Ко= Х1 и £={[П]\П: 
иеЕЦна- Так как X, Н и р отвечают условиям леммы 1, то в X существует 
дизъюнктная л-сеть такая, что | ВП4#=Л} | С X 0 для всех
Если теперь Y<=X, с(У)ВХ0, у = {ППУ: Ре*'} и С нигде не плотно в У, 
то по утверждению 2 существует £7еуКо такое, что С<=У\В и Усз[£7]. По­
этому, существует для которого С<=А, и, следовательно, | {Ь’еД ВП
ПС^Л} | Ко для всякого С, нигде не плотного в У. Значит, если / — 
функция выбора на Х={УП2?: Ве^}, то всякое нигде не плотное в У мно­
жество G<=f(k) счетно. Покажем, что с(/(Х))^К0. Действительно, су­
ществуют Pi и Р2 такие, что /(Xl) =P1UB2, [ВДг — каноническое в У мно­
жество и В2 нигде не плотно в У. Так как с(В!)^с([В1]г)^с(У) Хо, 
а В2 счетно, то с(/(Х))^Х0 и, в силу теоремы 3, /(X) наследственно фи­
нально-компактно.

Аналогично доказывается
Предложение 1' (СН). Пусть X — пространство со свойством Бэра, 

лгр(Х)^2х», с(А)^К0, ц — семейство нигде не плотных в X множеств 
и, кроме того, г] плотно относительно семейства всех Gb-множеств 
из X.

Тогда в X существует дизъюнктная л-сетъ ucr-q со следующим свойст­
вом: если / — функция выбора на £, то /(£) — всюду плотное наследствен­
но финально-компактное множество, каждое нигде не плотное подмножест­
во которого счетно.

При ц={{^}: х<^Х}, из предложений 1 и 1' сразу следует
Теорема 5 (СН). Пусть X — пространство со свойством Бэра и 

«ДХ)<2К°.
Тогда X содержит всюду плотное подмножество У со следующим свой­

ством: если Z—У и c(Z)^X0, то Z наследственно финально-компактно и 
всякое его нигде не плотное подмножество счетно.

Теорема 5' (СН). Пусть X — пространство со свойством Бэра, 
лгр(Х)С2к“ ис(Х)<Х0.

Тогда X содержит всюду плотное наследственно финально-компактное 
множество, каждое нигде не плотное подмножество которого счетно.

Предложение 2. Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа 
без изолированных точек, ц — семейство всех нигде не плотных в X биком­
пактов счетного характера и б — семейство всех Gb-множеств из X.

Тогда: 1) если с(X)^R0, то ц — сеть относительно д; 2) если ЦХ)^ 
<Ко, то т] плотно относительно б.

Доказательство. 1) Если х^Х и X — Т2-пространство, то оче­
видно, что цх—{и-. х^[П], U открыто в X} - л-база в X, и из утвержде­
ния 2 легко следует, что существует нигде не плотное Gs-множество Gb^x, 
откуда в силу утверждения 1 и вытекает требуемое заключение (см. так­
же (7)). 2) Если F — бикомпакт и {Ва: а<<щ} — семейство открытых в X 
множеств такое, что Ua=> [ ВД и [Па]=^[ПД для всех a<P<(Oi, то £(Х)>Х0, 
так как в противном случае fl{X\[Ba]: a<toi} =П {Х\Ва: a<®J замкну­
то, но не финально-компактно. Отсюда легко получаем, что в F существует 
замкнутое нигде не плотное Gs-множество, и в силу утверждения 1 доказа­
тельство завершено.

Из теоремы 2 и предложений 1,1' и 2 вытекает
Теорема 6 (СН). Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа 

со свойством Бэра (например, пространство, полное в смысле Чеха), 
nw(X)<2s«nc(X)<X0.
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Тогда в X существует дизъюнктная л-сетъ со следующими свойствами:
1) £ состоит из бикомпактов счетного характера-,
2) U {F: Fe£} финально-компактно-,
3) если f — функция выбора на £, то /(£) — всюду плотное наследствен­

но финально-компактное множество, каждое нигде не плотное подмноже­
ство которого счетно.

Из теоремы 6 и предложения 1 следует
Теорема 7 (СН). Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа 

со свойством Бэра (например, пространство, полное в смысле Чеха), 
i(X)CN0 us(X)^2x“.

Тогда X содержит всюду плотное подмножество Y со следующими свой­
ствами:

1) Ш У)Ж0 для всех x^Y;
2) если Z<xY и c(Z)<K0, то Z — наследственно финально-компактное 

множество, каждое нигде не плотное подмножество которого счетно.
Требование счетности тесноты в теореме 7 существенно, поскольку в 

P7V\2V 1р(У)Ж0 у любого всюду плотного подмножества У, хотя 
w(p2V\2V)C2x°.

Из теоремы 6 и теоремы 5 из (8) вытекает
Теорема 7' (СН). Полное в смысле Чеха пространство с условием 

Суслина и счетной теснотой содержит всюду плотное наследственно фи­
нально-компактное множество, каждое нигде не плотное подмножество ко­
торого счетно.

Теорема 8 (СН). Пусть X — Т2-пространство точечно-счетного типа 
со свойством Бэра и \Х\^2^'.

Тогда в X содержится всюду плотное множество Y со следующими 
свойствами:

1) У — пространство с точечно-счетной базой-,
2) если ZcxY и c(Z)CX0, то Z — наследственно финально-компактное 

множество, каждое нигде не плотное подмножество которого счетно.
Для доказательства теоремы 8 необходимо воспользоваться предложе­

нием 1 и рассуждением, проведенным в теореме 4 из (5).
Необходимо отметить, что есть модель, в которой выполняется (СН) 

и существует несепарабельный бикомпакт с условием Суслина, счетной 
теснотой и мощности С2Х° (“). Таким образом, поскольку результат о су­
ществовании в бикомпакте с условием Суслина и веса С2К” наследственно 
финально-компактного всюду плотного подмножества (теорема 5') верен 
в любой модели, в которой выполняется СН, он не может быть усилен за 
счет доказательства существования счетного всюду плотного подмно­
жества.

В связи с п. 1) теорем 6—8 естественно возникает следующий
Вопрос. Каждый ли бикомпакт со счетной теснотой имеет точку с пер- 

ной аксиомой счетности? Верно ли это в предположении СН?
В заключение авторы выражают искреннюю благодарность В. И. Поно­

мареву за помощь в работе и полезные советы.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 21II 1973
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