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Пусть Sa*, 0«£а<1, — класс звездообразных функций порядка а, т. е. 
функций /(z), регулярных и однолистных в единичном круге Д= 
= {z: |z|<l}, таких, что /(0) =0, /'(О) =1, Re {z/'(z)//(z)}>a, z^A.

Отметим, что функция Aa(z) =z/(i—z)z~2a^Sa*', назовем ее функцией 
Кёбе порядка а.

Будем говорить, что функция E(z) подчинена функции G(z) в круге 
| z | <R комплексной плоскости (пишем F[z)KG(z)), если E(z) и G(z) 
регулярны в круге ] z | <R и образ F ({| z | ) круга | z | содержится
в G({|z|s£r}) при всех г, 0<r<R.

В 1932 г. А. Маркс (*) сделал предположение, что /' (z) <К0' (z) в А 
для всех f^S0*. Затем Б. Пинчук (2) и Р. Логлпн (3) обобщили эту гипо­
тезу, предположив, что f (z) ~^Ка'(z) в А для всех f^Sa*, ae[0,1). 
В 1971 г. Пфальтцграфф (4) доказал, что гипотеза верна для а=1/2. Хам­
мель (5) опроверг гипотезу для а=0.

Эта заметка в основном посвящена доказательству того, что гипотеза 
Маркса неверна при всех ае[0,1), кроме а=*/2.

Областью Маркса порядка а назовем
Ла (z0) = {w: m=log/'(z0),/s50*},

где под log//(z0) понимаем то значение, которое получим при непрерыв­
ном изменении log/'(£zo) при изменении t от нуля до единицы, причем 
полагаем log 1=0.

Отметим некоторые свойства v#a(z0).
1) ^a(z0)=^a(|z0|), так как если /(z)s5a‘, то e_i8/(e’ez)e5a‘, 

—л<0=Сл.
2) 0<г<1, — замкнутое, ограниченное множество.
3) Если |zi|<|z0|, то ПЦ IZ11) <=v<a( |z01), так как если /(z)e5a*, то 

ft(z) =t~lf(tz) <=Sa* при 0<t<l и //(z)=/'(tz).
4) Множество ./Az(r) симметрично относительно вещественной оси. 
Областью Кёбе порядка а назовем

Хх(г) = {и>: w=log Ka'(z), |z|<r}.

Ветвь логарифма здесь определим, как и в определении Ла(,г).
1

Теорема 1. Функция-^-^-----— log Ка' (z) — звездообразная порядка 

нуль для всех as[0,1).
Обозначим ф(0) =logAa'(ei9) =log (1+е,0(1—2a)) — (3—2a)log (1—e<e). 

Для доказательства достаточно показать, что Im {<р'(0)}<О, 0s[O, 2л]; 
Re {<pz(0)}=^O при 0е[О, л], Re{q/(0)}>O при 0е[л, 2л].

Теорема 2. Пусть 0<г<1 и w0 — граничная точка Ла(г), ае[0, 1). 
Тогда ir: =log/о'(г), где

0=^01, 02«£2л; 0<$<1.

(1)
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Доказательство. По определению (г), существует f0^Sa* такая, 
что u?0=log/o/(r). Известно (см. (6)), что /0 либо является решением экстре­
мальной задачи min | log f (г)—а\ с некоторым а, где а — внешняя точка 

/еЗ * а
по отношению к ^<а(г), либо пределом таких решений. Для функций 
/(z)eSs’ имеет место следующее интегральное представление:

Я
f(z)=z exp I—2(1—a) Jlog(l—e-uz)dp(t)

— л

где p(t) —неубывающая функция с полной вариацией, равной единице. 
Это доказывается, например, так же, как Г. М. Голузин (7) (или (8), 
стр. 587) получает интегральное представление для Опираясь на
это представление и вариационные формулы Г. М. Голузина для классов 
функций, представимых с помощью интегралов Стильтьеса ((8), стр. 504— 
507), легко получим вариационные формулы в классе Sa*, совпадающие 
с вариационными формулами Г. М. Голузина в классе SV (С), стр. 508). 
Далее те же рассуждения, что у Г. М. Голузина ((8), стр. 515 при доказа­
тельстве теоремы 2) приводят к выводу, что p(t) для /o(z) есть кусочно­
постоянная функция, имеющая не более двух разрывов, т. е. /0(z) имеет 
вид (1).

Теорему для So* фактически доказал еще Г. М. Голузин в 1952 г. 
(см. (7) или (8), стр. 515, теорема 2, в которой нужно положить Ф(гр) = 
=1/(к>—а), где а — внешняя для ПК0(г) точка).

Предположим теперь что гипотеза Маркса верна для а^'/г, «*= [0, 1), 
следовательно, для всех 0<г<1 образ круга |z|Сг при отображении Ка' 
содержит образы |z|при отображении f для всех f^Sa*, но Ka^Sa*, 
значит,

^/({|2|<г}= и Л{НМ). (2)/eS • сс

Г. М. Голузин _((8), стр. 514), используя вариационные формулы для 
классов функций, представимых интегралом Стильтьеса, доказал, что 
функция X0(z) экстремальная в задаче нахождения max |arg/'(z) | при 

фиксированном zsA; повторяя дословно его рассуждения, можно пока­
зать, что функция A’a(z) экстремальная в задаче max |arg//(z) |. Поэтому 

равенство (1) можно записать так:
^«(г) =Х»(г).

В этом виде гипотезу Маркса формулировал еще Робинсон (9).
Теорема 3. При ае[0, 1), а^’/г, ^<а(г)^Ха(г) при г, достаточно 

близких к единице (гипотеза Маркса неверна для ае[0, 1), а^Л).
Следуя Хаммелю (4), рассмотрим внутреннюю нормаль к границе 

^а(г) (граница JSfa(r), 0<г<1, — аналитическая кривая):

г d l+z(l—2а) z[2+z(l—2а)]
2(1—а) dr °£ (1—z)3_2“ (1—z) [l+z(l—2а) ]

здесь z=zeie.
Введем

/j(z)= (1_е4)2(>_а) “Жа^л; /=0,1.

В силу теоремы 2 естественно рассмотреть функции /s(z) = 
=f (z)/,s(z) 0=Cs<l. Рассмотрим путь log//(г), se=[0,1], в J?o(r),
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соединяющий две точки на границе Жа(г). Если z0=rei<x“, Zi=reta' то

, /1—z0\ l+z0(l—2а)log A (r)=2s(l-a)log(y-^-) +iog—__ +

+ log 1+25(1—а)
2i 2о

(1—Zi) (l+z0(l—2a))

Касательная к пути (3) в точке s=0 будет
Zj—Zo

(1-Zi) (l+z0(l-2a)) ’

(3)

(4)

Положим

1-Zp

z0(2+z0(l—2a))
Zq Zi

l-2i

-(l+z0(l-2a))log * ~’° 1.
1—Zj J (5)

Отметим, что в формулах (3) — (5) ветви логарифмов следует выбирать 
так, чтобы соответственно log//(ir), ia(fz0, fZi), 7?a(iz0, ^) были непре­
рывными функциями от fe [0,1] и log 1=0.

Знак вещественной части Re{Z?a(zo, Zi)} с точностью до положительно­
го множителя есть косинус угла между na(zQ) и ia(z0, г±). Поэтому, если 
существуют такие z0, гъ |z0| = |zi|=r, то Re{Z?a(z0, z4)}<0, то путь (3) 
в ^'a(r) лежит частично вне J^a(r) и Ла(г) +^а(г), т. е. предположение 
Маркса неверно.

Достаточно доказать существование таких z0, z< для г=1, тогда по не­
прерывности функции Z?a(zc., Zi) найдутся нужные z0, zt и для г<1, доста­
точно близких к единице.

Еведем обозначения:
Zo—1

2+z0(l—2a)
II = 4-^- - (l+z0 (l-2a)) log .

1—Z, 1-Z1

Нужно показать, что

Re {7?a(z0,z1)}=Re (I) Re (ZZ)-Im (Z) Im(ZZ)<0.

Полагая при 0^a<1/2, например, z0=z, z1=e_<4>, где <p>0 столь близко 
к 0, сколько нам понадобится, легко найдем, что

Re(Z) = -l-(2a-3), Im(Z)= — —-(2a+l), &=2+z0(l-2a);
|й|2 1Ы

Re(ZZ) = -l—(1+0(<р)),
11—zj

Im(ZZ) = —1— (1+0 (ф)).
11—2J

Re {Ra (2q? 2i) }

Правая часть при достаточно малых ф>0 отрицательна. Это опровергает 
гипотезу Маркса для ае[0, */2).
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Для опровержения гипотезы Маркса при ‘/2<а<1 полагаем z0=—I, 
а на zt налагаем прежние условия. Вычисления показывают, что 

статочно малых отрицательна.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 8 V 1973

2а)+О(ср)]. Правая часть при ф>0 до-
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