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Бесконечномерный линейный «эллиптический» оператор второго по­
рядка — «эллиптический» оператор для функций на абстрактном гильбер­
товом пространстве — определен нами в (*). Частным случаем этого опе­
ратора является оператор Лапласа, введенный П. Леви (2).

В этой работе рассматриваются вопросы однозначной разрешимости 
краевой задачи для «эллиптических уравнений» с таким оператором в слу­
чае, соответствующем уравнениям с постоянными коэффициентами (и зна­
чит, в частности, и уравнениям с лапласианом Леви, но заметим, что при 
этом нам не требуются ограничения на области типа условий, приведен­
ных в (3_5)).

При переходе к бесконечномерному случаю возникает ряд новых явле­
ний. Так, класс областей, для которых бесконечномерный эллиптический 
оператор допускает коэрцитивные опенки, оказывается лежащим, напри­
мер, в эллипсоиде, у которого ряд из длин главных полуосей сходится 
с некоторой степенью, впрочем такой, что этот эллипсоид имеет ненуле­
вую меру, а не в сфере, как можно было ожидать по аналогии с конечно­
мерным случаем. Решенпе оказывается принадлежащим классу функций 
с нормой, которая существенно бесконечномерна и т. д.

1. Рассмотрим скалярные функции (нелинейные функционалы) U(x) 
на сепарабельном вещественном гильбертовом пространстве Н, х^Н.

Пусть (Н0=Н, [}'е(0,1)) — цепочка пространств из
гильбертовой шкалы пространств {#4, —00<^<00, с порождающим опера­
тором Т таким, что Т~*' и — операторы Гильберта — Шмидта.

Введем в рассмотрение пространство Y={y^H-l: %ft(y, h)н2—
=v2 VjE' в Я и Vv<°°}, где -ЭД(Ф) —среднее значение функции Ф(Л) по 
сфере ||/г||н2=1 (см. (2), стр. 247), Е — базис в Я, 7ieH+2_?-, и рассмотрим 
фактор-пространство Y=Y/Yo,

Y0={z/eY: 2И(у, /г)н2=0},_ (у, z)r~=<JG z>r=S5l(y, A)H(z, Л)я, 
i/,zeY, у^у, zez.

Пусть Я(я)еС2(®), — «эллиптический» оператор (4),

2’Я(ж)=Э1(4Яа-(а:), fe®fe)HeH+(a, U'(х) )н+аЯ(х), (1)
А<^<А, (2)

где А — лапласиан Леви, Я17-,еЯ_1®Я_1, Kw — обобщенное ядро второй 
вариации функции U, U" (х)—гессиан, a U'(x)—градиент функции 
U(x) в точке х, А — линейный оператор в Я_!®Я_1, «еЯ+2-р’.

Оператор S рассмотрим в случае, когда А — постоянный оператор, 
а — постоянный элемент, а — постоянная.

Обозначим через С! (®) класс функций U(x), I раз непрерывно диффе­
ренцируемых по Фреше в ®с=Я, ® — ограниченная область с границей Г, 
Со'(®) —подкласс, состоящий из финитных функций, С(®)—класс 
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функций таких, что U'(x)e=T, С (S) <=С‘ (®), С"(@) таких, что оператор 
ZU существует и не зависит от выбора базиса (см. (*)), С"(@) с:С2(@).

Пусть й2(@) —гильбертово пространство функций на @—//, интегри­
руемых с квадратом по гауссовой мере р с корреляционной формой 
(Т^х, T~ly)H= (x, у)н_,и нулевым средним, ||Z7||^{g) = $ С/2 (ж) ц (<&:)• Попол­

нение С" (®) по норме 1|£Л1®','Е) = S [^г2(ж)+И^/(ж) 11х2]ц(^) обозначим
*ч о

через 2S2Z С@), а пополнение С01(®)ЛС/(®) по этой норме —через 2В/(®)Г 

2В2'(®)с5В2'(@).

Теорема 1. Для оператора 3? выполняется оценка снизу квадратич­
ной формы

VCs$2'(S), (3)

Ki, К2 — константы, Ki>0 (Ki, К2 не зависят от U, а только от 2? и &), 
если S — ограниченная область пространства Н^.

Схема доказательства. Установим формулу интегрирования по 
частям. Благодаря фннитности и используя преобразование сдвига, полу­
чим, что И^Со^ЛСД®), F2eC'(S)
J УДх) (У2Дх),Л)яИ(^) = /и2(х)[Г1(х)(х,Л)я+-(У/(х)1Л)н]и(йх).
0 (3

Достаточно доказать (3) для СеС0“ (®) ЛС'Д®) ЛСД®).
Пусть вначале А=—Е (Е — единичный оператор) а—0, а=0. Тогда 

2’=-А.
Интегрируя по частям, согласно (4), имеем

(- AC, C)8sW = $ Ж (С' (х), А)2нц (dx)-^U (ж) Ж [(х, А)н+1 (С' (ж), h)H] ц (dx).
& &

(5)

Так как Е |хк| =С||ж||я Sp по условию, xh=(x, ек)н, — орто-
А=1 Р’

нормированный базис в Н из собственных векторов оператора Т, Тек=пкек, 
А=1, 2,..., то (l^p,..., |хл|‘/2, ...)еЯ. Кроме того Н?, имеет полную 
меру в Н

ц(Яе,) = flimexp(-72v||a:||| ) р (йж) = lim f ТТ (l-vV+2f>) 1 =1, v>0,
* v->0 v->o L J
H k=i

поскольку

У лГ+2₽’=8рт~2+2?'«»

k=i

по условию. Как следует из (6) почти для всех таких элементов из Н, 
а значит, и почти для всех х<^&, так как /Д- имеет полную меру в Н, имеем 

|£й[(ж,А)н+1(СДж)Л)н]|^ [lim — У, (Х^Г)4] ![3»(C'(x)3):]''’= 

fe=l

=3W(7/(*),Mh]'/s. .(6)
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(7)

Отсюда и из элементарного неравенства аЬ^8а?+Ь2/(46), 6>0, следует 
I $ U (х) Ж [(х, Л)н+1 (U' (х), Л)н И (<&0 | <

< 3*6 j ® (U' (х), Л)2Н р (dx) + -Ц- II и ||1(®).

Из (5) и (7) имеем
(- A U, U)SM > (1 - 3*46) ( ® (U' (х), А)2Н р (dx) - || U ||1(®).

Выбирая 6<3_,\ получим (3).
Пусть теперь —Е, а^О, айо. Согласно (1), (2)

С J[ДС7(х) ]2p(dx)> J[S’U(x') ]2p(dx)5=c J[AtZ(x) ]2p(dx).
(3(3 (3

я
Отсюда, если P — ортопроектор Px= £ xheh на TV-мерное пространст-

4=1

во RN, to

CN J [ANUP(x) ]2p,P(dx)> J [S’nUp^x) ]2tuP(dx)> 
(ЗЛ-Кя

J [ANt7P(x)]2pP(dx),
®nkv

где UP(x) =U(Px),
N

dxt... dxN,
k=l

dxj

(будем предполагать, что ajkN=akiN'), а^=(а, е,)н- Продолжая UP(x) нулем 
вне ®Л7?Л- и воспользовавшись ее преобразованием Фурье Е7р(^), получим

j=l j,k=l .7=1

По этому неравенству, обобщенному неравенству Коши — Буняковско- 
го и используя оценку типа (6), получим, что
(X0U, /7)s2(@) =s (Ж (АКи", h 0 /г)н®н> U)^®) > Кл || U ||®/(®) — Kz || U ||s2(®)-" (8)

Согласно (4) имеем
I ((a, C7')n + aU, t7)gs(®) | «С || U ||g2(®)- (9)

Из (8) и (9) получаем требуемую оценку (3).
Заметим, что в конечномерном случае неравенство типа (3) есть нера­

венство Гординга (7).
Не труднее оценить форму (3?и, У) д,(в) и сверху:

\(3?U, vreh/(®), УеЖ/(®). (10)

2. Функция Z7e2B2' (S) называется обобщенным решением задачи Ди­
рихле

^t7(x)=F(x) в ®, /7|r=G(x), (И)
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если при заданных /’е82(®), GeSB2'(®) справедливо
X (U, У) =5 J {® [— (АС7 (х) ® V (х), h ® h)H®H +

+ U (х) (AV' (х) ® Т2х, h ® к)н®н\ + (a, U’ (х))н V (х) + aU (х) V (х)} ц (dx) =
= (?, 7)йг(@) NV е Со- (@) П С" (®) П С' (®) и U-G^' (@).

Теорема 2. Существует единственное обобщенное решение краевой 
задачи для уравнения 3? K„U (x)=3?U (x)+K0U (x)=F (z) при К0>Кг 
(K2 — постоянная, входящая в формулировку теоремы 1).

Действительно, функционал Ф (7) = (F, V)&<«)—■З’кДС, 7) ограничен 

и линеен в Ж/(@). Благодаря оценки выражения 3?Ka(U, V"), получаемым 
согласно теореме 1 и из (10), по теореме П. Лакса и А. Мильграма (8) 

существует единственный элемент ZeSB/(@) такой, что Ф (7) =2?к0(^, 7). 
Отсюда S’ko^+G, 7) =(7, 7)21 (в), U=Z+G — искомое решение.

Теорема 3. Для задачи (11) с G=0 либо существует единственное 
обобщенное решение для любой функции 7е82(@), либо существует 
конечное число линейно независимых решений Uh, k—i,..., р, при 
этом решение (не единственное') существует тогда и только тогда, когда 
(F, Uh)&2 (в)=0.

Действительно, рассмотрим в й2(®) оператор, задаваемый теоремой 2, 

Z=K0~lSF, F^%2(®), ZeSE/(@)c:82(®). Запишем уравнение 3? (U, 7) = 
= (7, 7)22«з) в виде 3?Ko(U, V) = (K0U+F, 7)2t (в). U будет удовлетво­
рять этому уравнению тогда и только тогда, когда U—SU=Fi, где 
Fl=K0~lSF. Покажем, что S вполне непрерывен. Если ||7|| ЕеМ,
то 57||2г w^K„Kr'C. Разложим Ze5M в ряд по функционалам Фурье — 
Эрмита

N

гРт1...т;^(х) = ДятД2-'А(х,^)и+1), Л=1,2,... ; тщ=0,1,2,...
г=1

(см. (9)), Нт (и) — частично нормированные полиномы Эрмита, тп= 
=0, 1, 2,..., Л.=7’_1е{, i=l, 2,... При помощи (4) и свойств полиномов 
Эрмита нетрудно получить, что

N п л п лУ, у, ^т„...,тпп| + уУттИ^'’ eiM|g8(H) +
т,......тпу=о т1,...,тп=о i=l

N 1+ У, yr II ei)ff < 6 VZ е Ж 
i=n+l 1

где Zmi... mx=(ZTm,....mu') £щн), и из признака компактности в сепара­
бельном гильбертовом пространстве следует, что 5М компактно в 82(®). 
То же справедливо и для сопряженного оператора. Воспользовавшись 
теперь теорией Фредгольма — Рпсса — Шаудера, получим утверждение 
теоремы.
Институт прикладной математики Поступило
Тбилисского государственного университета 25 IV 1973
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