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3. А. ЧАНТУРИЯ

МОДУЛЬ ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИИ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ 
В ТЕОРИИ РЯДОВ ФУРЬЕ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 21 V 1973)

1. Понятие вариации функции было впервые введено К. Жорданом. 
Н. Винер обобщил понятие вариации и ввел функции ограниченной р-ва- 
риации. Наконец, Л. Юнг (4) ввела понятие функции ограниченной ©-ва­
риации.

Пусть Ф (и) — строго возрастающая непрерывная функция при и>0, 
Ф (0) =0.

Говорят, что периодическая с периодом 2л функция имеет ограничен­
ную Ф-вариацию или eF®, если

m
Уф(/)—sup sup у1, ©(l/(Zj)-/(Xi-i) l)<°°,

-»<“<“ па

где Па= {а=лг0<^1<.. .<хт=а+2л}—произвольное разбиение периода. 
При $(iT)=u получается класс V Жордана, при Ф(н)=нр, 1<р<°°,— 
классы Винера (3). Отметим, что функции класса У® могут иметь лишь 
разрывы первого рода (4) и справедливы строгие вложения

1
Lip—сУрсУ9) p<q.

Р
Введем теперь понятие модуля изменения функции. Всюду в дальней­

шем предполагается, что все рассматриваемые функции удовлетворяют 
следующим требованиям:

1) /(i) периодична с периодом 2л и ограничена всюду на периоде;
2) в любой точке t разрыва первого рода

min {f(t—0),/(i+0)}</(f)^max {/(i—0),/(/+0)};

3) функция f(t) достигает своей верхней или нижней грани на периоде. 
Определение. Модулем изменения функции /(£) назы­

вается функция натурального аргумента и (п, /), определенная следующим 
образом:

Л-1
u(n,f>sup V 1/(х2л+1)-/(ж2л)1, (1)

П fe=0

где П — произвольное разбиение интервала (0, 2л) на п непересекающих- 
ся интервалов (^2л, ia+i), А=0,1,..., п—1, т. е.

0<Жо<а;1СТ2<^з< . . . ^Х2п-г<Хгп-1<-2л.

Очевидны следующие свойства модуля изменения функции:
1) u(n,/)<u(n+l,/),
2) о(га,/)<и(тп,/)+п(га—тп,/),
Мы теперь укажем необходимое и достаточное условие того, чтобы 

данная функция натурального аргумента была модулем изменения.
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Теорема 1. Для того чтобы функция натурального аргумента была 
модулем изменения некоторой функции f(t), необходимо и достаточно, 
чтобы она была неубывающей и выпуклой вверх функцией.

Впредь такие функции будем называть модулями изменения. Пусть 
дан модуль изменения и (п).

Класс функций, для каждой из которых v(n, f)=O(v(n)), будем обо­
значать через К[и(п) ]=У[о].

Имеет место
Теорема 2. Для того чтобы И[и1]=У[о2], необходимо и достаточно, 

чтобы Di(n') ~х>Дп) *.  Если щ(п)=о(и2(п)), то справедливо строгое вклю­
чение

* Т. е. существуют две положительные константы A w В такие, что Avt (п) < 
<т>2(п)

Теорема 3. Если Ф(п) выпукла и Ф(и)^и, то справедливо строгое 
включение

Гф<=Г[7гф-*(1/п)].

Следствие 1. Класс Жордана У=У[1].
Следствие 2. Класс Винера Vp<=V[n1~t/p], 1<р<°°.
Для оценки модуля изменения непрерывной функции полезна сле­

дующая
Теорема 4. Если]{1) непрерывна на [0,2л] с модулем непрерывно­

сти со (6), то
и (и, /) =0 (тгсо (1/и)).

В терминах модуля изменения возможно указать критерий того, чтобы 
функция имела только разрывы первого рода.

Теорема 5. Для того чтобы /(f) имела только разрывы первого рода, 
необходимо и достаточно, чтобы

u(n, /)=о(п).

Из этой теоремы следуют теорема Жордана, теорема Винера (3) и тео­
рема Л. Юнг (4) о том, что функции соответственно классов V, Vp и У® 
имеют только разрывы первого рода.

2. Хорошо известно, что если модуль непрерывности функции удовле­
творяет условию Дини — Липшица, то ряд Фурье функции сходится рав­
номерно ((*),  стр. 280).

С другой стороны, классический результат Жордана гласит: если /(f) 
непрерывна и имеет ограниченную вариацию, то ряд Фурье сходится рав­
номерно. Затем Л. Юнг (5) обобщила эту теорему Жордана на классы Ви­
нера и более широкие классы Уехр(-и-<щ 0<а<‘/2; этот результат обобщил 
Салем (6) следующим образом. Пусть Ф(и) и Ж (п) — выпуклые на 
[0, °°) взаимно дополнительные в смысле У. Юнга функции ((*),  стр. 32). 
Результат Салема состоит в том, что ряд Фурье сходится равномерно на 
всей оси, если /еСПУ® и

£^Ж(1/п)<оо. (2)

71=1

К. И. Осколков (’) показал, что (2) эквивалентно условию

f In------ — du < оо.
J Ф (и)
+0

А. Баерштейн (8) и независимо К. И. Осколков (’) показали, что усло­
вие (2) является необходимым для равномерной сходимости всех рядов 
Фурье класса СПБ® в совокупности (см. также (9)).
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Теперь мы в терминах модуля изменения функции сформулируем тео­
рему, из которой следуют все предыдущие результаты, а также некоторые 
новые.

Теорема 6. Пусть со (6, /) — модуль непрерывности и и (га, /) — мо­
дуль изменения функции /(f). Если существует функция <р(га)->-0 такая, 
что

п

£
Л=[ехр(ф(п)®"*(1/п))  1

»(fe, /)
к2 О,

то ряд Фурье функции f(t) сходится равномерно.

Следствие 1. Если V1 . ’LL <z<x>u /(f) непрерывна, то ряд Фурье 
Л-i к2 ка1

сходится равномерно.
Из этого получается, если /еСПУ®, где Ф (га) выпукла, и

Ё4Ф"Ш<"' (з)
fe=l

то ряд Фурье сходится равномерно.
Можно показать, что сходимость (3) эквивалентна сходимости ряда (2). 
Следствие 2. Если п(А,/)=О(А(1пА:)_1(1п1пА)_“), О<огаС1, га

®(6,/)=С>(— ) exp(o(lnln(l/6))®), то ряд Фурье функции /(f)
\ In (1/о) /

сходится равномерно.
Следствие 3. Если и (&,/) =<Э(А:(1п/с)-1 (lnln &)_1(ln In In £)-“), 

0<а^1, и СО (6,/)= (In (1/6) )-«PCo((lnlnln(l/0))a)), TQ рЯд фуръе функции f(t) 
сходится равномерно.

3. В этом параграфе речь идет об абсолютной сходимости ряда Фурье. 
Известные теоремы С. Н. Бернштейна и А. Зигмунда гласят ((*),  
стр. 608—649).

Теорема Бернштейна. Если модуль непрерывности функции f(t) 

удовлетворяет условию £ со (1/га)/га1/!<°о, то
71 = 1

те
£lan(/)l + |bn(/)l<oc, Х4)
П=1

где an(f) и bn(f) -—коэффициенты Фуръе функции /(f).
Теорема Зигмунда. Если /(f) еУ и модуль непрерывности 

со (6,/) удовлетворяет условию

£ (со (1/га,/))1/1

га
< °°,

то ряд (4) сходится.
Сформулируем теперь теорему, из которой теоремы Бернштейна и Зиг­

мунда получаются как предельные случаи.
Пусть и (и, /) — модуль изменения, а со (6, /) — модуль непрерывности 

функции /(f); далее обозначим cp(raz)=sup (га; о{га,/)/га>1/тга} и пусть

x(ra) = log2
гасо (1/га, /)

и (га,/)
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Теорема 7. Пусть модуль изменения функции /(f) удовлетворяет 
условию 

со
\ л и(га,/)
\ ------------------ < оо;

Zu га7-
71=1

тогда если

2т ])}’■<”■
и(1/га)

71 = 1 7П=0

то ряд (4) сходится.
Если же последовательность и(га) удовлетворяет условию

V »(»)
Zu пг,г
71=1

то существует функция /(I) такая, что и (га,/) =О(ига)) и со(1/га,/) = 
=0 (и (га)/га), а ряд

Следствие
Следствие

Бернштейна.
Следствие

1.
2.

3.

(4) расходится.
Если и(га,/)=0(1), то получается теорема Зигмунда.
Если применить теорему 4, то получается теорема

Если о (и,/) =О(га“), 0<а<*/ 2, и

Vi 1 г /1) Ь — <°о,

71=1

-2-
то ряд (4) сходится.

Например, можно взять со (6) =6‘!-2<lg,(1/a))’ , е>0.
Следствие 4. Если и(га,/)=0(га/*1п _? га), jj>3/2, и 

уА1д..-./
Zu п \ cod/n) I

и

ГГП 71ЯП I Zx I PTCinilTPQ
Например, можно взять со (6) =0 (exp (- (In (1/6)) 2/(2^1,+е)), 

со (6) =6®, где а>0.
Следствие 5. Если о(п, f)=O(n'1ln~^ п), 1<^С3/2,

V [ra+21g2co(l/2")P

га>
71 = 1

е>0, или

Например, можно взять со (6) =6'/l-2(Ig! (1/а)? f е>0. 
то ряд (4) сходится.
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