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1°. В области Gt= {(ХязС!—v^, рассмотрим задачу

pt+^P*=P(x, I, Р, q), (1)

* Случай, когда матрица diag [A, v] имеет собственные значения, равные нулю, 
.исключается из рассмотрения ради простоты формулировок.

qt_vqx=Q(x, t, р, q), (2)

Р&, O)=po(z), q(x, O)=qo(x), (3)
[i[Blpx+B2pt+Bsqt+Biqx] |x=0+4(t, p, q) |x=o=0, (4)

тде p, P, А и q, Q соответственно n- и m-мерные векторы, п>1 (случай 
п=1 см. в (*)),  X, v — постоянные диагональные положительные матри­
цы *,  v» — наибольшее собственное значение матрицы v, Bt — постоянные 
матрицы соответствующих размеров, удовлетворяющие условию |#2— 
—BiX-11 =И=0, р.5=0 — малый числовой параметр. Предполагается, что
Ро^Сх [0, 1], q0, Р, Q^C2(GrXRn+m\), вектор-функция А аналитическая в 
области [0, T]XRn+m, ^„(О, Цо(О), до(О)) |#=0 п_выполняются условия со­
гласования, необходимые для существования в Gt решения задачи (1) — 
(4) при ц=0 класса CJGf). В (1) — (4) все величины вещественные. 
Условимся называть (1) — (4) задачей ц>0.

В настоящей заметке вводится определение разрывного решения (р.р.) 
задачи ц—0, возникающего при соответствующих условиях из Cj-решения 
задачи ц=0 при продолжении С\-решения по t, устанавливаются теоремы 
существования и единственности р.р., а также теоремы об однозначной 
разрешимости и сходимости при ц->0 гладкого решения задачи ц>0 к р.р. 
Отметим, что описанные результаты можно интерпретировать как некото­
рый аналог известных результатов А. Н. Тихонова, Л. С. Понтрягина 
и Е. Ф. Мищенко (см., например, (2_5)) по системам обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений с малым параметром при производных.

Проведенное рассмотрение задач ц>0 представляет интерес для неко­
торых прикладных задач математической физики (см., например, (°~8)), 
где исследовались колебания тока и напряжения в ограниченной телеграф­
ной линии с нелинейным граничным условием вида (4).

2°. Введем обозначения. Пусть
X = diag[Xi,..., Xi; Х2,..., Х2;...; Хг,..., Хг],

А1Раз йграз йграз

г

Х,>Х2> ... >Хг>0.
3=1
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По произвольному вектору p={pl, р1,..., pn}^Rn для l<i^r определи» 
*<

векторы Pi—{pei+i, ре,+2,..., pet+k,}^Rkt и величины |р,| =2 |ре,+“ |, где et= 
а«=1

=0, е(= £ к,. Тогда вектор-функцию Р(х, t, р, q) можно записать в виде 
8=1
Р&, t, р, q)={Pi(x, t, р^ pj4bl, q), P2(x, t, p2, p^2, q),... 

...,Pr(x, t, pr, p^r, ?)}•

Для 0^т<7’с/, положим

GT={(x,t)^Gf,t^T}, GT={(x,t)^GT, t<T},
Gr[fet] = {(a:, t')eGT, x^t^T, 0<x=Cmin[Aft(Z—т), 1—v4i]}, 

25T[At]=GT\GT[A:t], DT(kx)={(x, t)^DT[kx], x^=kk(t—x)}.
3°. Рассмотрим задачу ц=0. Имеет место (9,10)
Теорема 1. Справедлива следующая альтернатива', либо
А) в Сосуществует единственное решение {р, g}eCi(G-}) задачи ц= 

и | Ар (2, р(0, t), (0, i)) | =#=0 при O^t^T; либо
Б) найдется такое что в GT‘ существует единственное реше

ние {р, q}^Gt(GT-) задачи ц=0, |Ap(i, р(0, t), g(0, i)) |=/=0 при Q^t<T 
и выполняется по крайней мере одно из следующих равенств:

s=V supIp'l+V sup lgjl=«>, d = inf |Ap(i,p(0, i),^(0,f)) 1=0. 
°r GT-

Соответствующие примеры показывают, что реализуются все логич( 
ские возможности, содержащиеся в утверждении Б).

Утверждение А) и равенство s=°° в утверждении Б) теоремы 1 озн< 
чают, что классическое решение задачи ц=0 продолжено по t до границ 
области определения вектор-функций Р, Q, А. Теорема 1 оставляет открь 
тым вопрос о продолжаемости решения задачи ц=0, если имеет мест 
утверждение Б), но Т*<Т,  s<°° и, следовательно, d=0. В то же врем 
примеры, иллюстрирующие эту ситуацию, показывают, что если

* Напротив, если 7=«=, то при t>T‘ решение {р, ?}, вообще говоря, продолжав: 
неоднозначно в классе непрерывных обобщенных решений задачи р=0 (9).

т*
J = J I det Ар(т, р(0, т), д(0, т)) I-1 dx<°°, 

о

то в GT при 7>7’* и сколь угодно близком к Т”, вообще говоря, не сущее 
вует даже непрерывных обобщенных решений задачи ц=0 *.

Ниже в предположении, что имеет место утверждение Б) теоремы 
Т*<Т,  s<°°, J<°°, проводится построение р.р. задачи ц=0 в GT при Т>1 
Отметим, что в изучаемом случае справедлива

Лемма 1. Вектор-функции p^Ctfii’), q^Ci(GT'') и |АР(7”, р', q*)  | = 
где p'=p\0,T4,q'=q(0,r).

Положим H(t, р, q)=—(Bz—BlK~l)~iA(t, р, g). В силу леммы 1 р= 
есть состояние равновесия системы

dp/dx=H(T', р(т), д’) (1

и матрица Нр (Т*,  р*,  q") имеет собственное значение, равное нулю. След; 
(3), предположим, что кратность этого собственного значения равна ед
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По произвольному вектору р={р\ р2,..., pn}^Rn для l^i^r определим 
*<

векторы Pi—{pe<+1, ре,+г,..., pe,+h‘}^Rk‘ и величины |р(| =2 |ре<+“ |, где е1=
а«=1

<-1
=0, et= £ ks. Тогда вектор-функцию Р(х, t, р, д) можно записать в виде 

8=1
Р(х, t, Р, q) = {Pi(^ t, Pi, Pi^i, q), P2(x, t, p2, p^2, g),...

• • • ? Pr (x, t, pr, pj-fi-r, g)}.

Для 0s£t<7’<7’, lC/c=Cr положим

GT={(x,t)^G?,t<T}, GT={(x,t)^GT, t<T},
GT[fct] = {(^ t)^GT, x^t^T, 0<.гС1т11[Х;1(/—t), 1—v^]}, 

-DrRr] =GT\Gr[At], DT(kx) = {(x, t)<=DT[kx], x^kh{t—r)}.
3°. Рассмотрим задачу ц=0. Имеет место (9, 10)
Теорема 1. Справедлива следующая альтернатива-, либо
А) в (^существует единственное решение {р, qj^C^Gf) задачи ц=0 

и |АР(i, р(0, /), q(0, i)) | ^0 при либо
Б) найдется такое (ХТ‘^21, что в GT- существует единственное реше­

ние {р, q}^Gi(GT-) задачи ц=0, |АР(£, р(0, 2), g(0, 2)) |^0 при O^t<T*,  
и выполняется по крайней мере одно из следующих равенств:

* Напротив, если /=<», то при t>T' решение {р, ?}, вообще говоря, продолжаемо 
неоднозначно в классе непрерывных обобщенных решений задачи ц=0 (9).

d = inf |Ap(2,p(O,2),g(O,2)) 1=0. 
о<«т*

Соответствующие примеры показывают, что реализуются все логиче­
ские возможности, содержащиеся в утверждении Б).

Утверждение А) и равенство s=°° в утверждении Б) теоремы 1 озна­
чают, что классическое решение задачи ц=0 продолжено по t до границы 
области определения вектор-функций Р, Q, А. Теорема 1 оставляет откры­
тым вопрос о продолжаемости решения задачи ц=0, если имеет место 
утверждение Б), но Т*<Т,  s<°° и, следовательно, d=0. В то же время 
примеры, иллюстрирующие эту ситуацию, показывают, что если

] = J I det АР (г, р (0, т), q (0, т)) I_1 dx<°°,
о

то в GT при Т>Т* ,и сколь угодно близком к Т", вообще говоря, не сущест­
вует даже непрерывных обобщенных решений задачи ц=0 *.

Ниже в предположении, что имеет место утверждение Б) теоремы 1, 
Т*<Т,  s<°°, J<°°, проводится построение р.р. задачи ц=0 в GT при Т>Т\ 
Отметим, что в изучаемом случае справедлива

Лемма 1. Вектор-функции p^C(GT'), q^Cl(GT'') и \Ar(T',p', ) | =0,
где р=р (0, Г), q'=q (0, 7”).

Положим H(t, р, g)=—(В2—S1V1)_i4(2, р, q). В силу леммы 1 р=р*  
есть состояние равновесия системы

dp/dx=H(T', р(т), 5*)  (5)

и матрица Нр(Т*,  р*,  q*)  имеет собственное значение, равное нулю. Следуя 
(3), предположим, что кратность этого собственного значения равна еди-
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нице, а действительные части всех остальных собственных значений мат­
рицы НР(Т", р*,  q") отрицательны. Тогда существует такая матрица L, 
|L\ У=0, что преобразование р—p*=Lg  приводит систему (5) к виду

* Определение 2 вводится в связи с тем, что при д>0, вообще _говоря, не вы­
полняется условие согласования, необходимое для существования в Gj решения за­
дачи ii>0 класса CH&f).

= ^аД'+ф’-а), (6)
8 = 2

где а — постоянная, функции Ф8 таковы, что Ф8(0) =d®8(0)/5£ft=0, 
l^s, к^п, 52®1(0)//3(V)2=0, а действительные части всех собственных 
значений матрицы ||щ4|| отрицательны (3). Пусть а^=0. Тогда существует 
единственная траектория р=р(т) системы (5), стремящаяся при —°° 
к состоянию равновесия р=р‘ (3, “). Предположим далее, что траектория 
р=р(т) при стремится к асимптотически устойчивому состоянию

п
равновесия р—р, 2 |р‘| <«>, системы (5).1=1

Обозначим через 9Jr, Т*<.Т^Т,  множество определенных в GT вектор- 
функций {р, q} таких,_что {р, q} = {p,_q} в Gr’, р(0, Т*+О)=р,  q^Cl(fiT'), 
Pi^C^GrUr’]), p^C(£>T[iT«]), Pi^C^Dt^t')),

Отметим, что вектор-функция p, может быть двухзначной на характе­
ристике x=ki(t—Т’).

1 1
Определение 1. Вектор-функция {р, q}^RT, Т*<Т^Т,  называется 

р.р. решением задачи ц=0 в GT, если
1 1

1) H(t, р(0, t), q(0, i))=0 при и действительные части всех
1 1

собственных значений матрицы Hp(t, р(0, t), q(0, £)) отрицательны;

2) при любых (х, t)^GT, x^=ki(t—T*) , l=Ci^r, вектор-функция {р, q} 
удовлетворяет уравнениям (1), (2).

Т е о р_е м а 2. Имеет место следующая альтернатива: либо
А) в GT существует единственное р.р. задачи ц=0; либо
Б) найдется такое Т*<в*̂Т,  что при любом е>0 в Ge*_ e существует 

1 1
единственное р.р. {р, q} задачи ц=0 и имеет место по крайней мере одно 
из следующих соотношений:

Г 7П
У [ шах |р4| + max 1р«1] + У maxlgd 
Zj Ge._„[ir.] 2Эе._е[гт.] ^-1 ffe._e
г==1 j=i

inf ldet#p(£, p(0, i), g(0, t)) 1=0.
T*<*<0*

4°. Перейдем к исследованию задачи ц>0.
О и р е д е л е н и е_2. Вектор-функция _{р, q}^C(GT), 0<Т^Т, р^

^CJOrUol), Pi^Cl(DT[io]'), q^Cl(GT), удовлетворяющая (1) — (4)
в GT, называется решением задачи ц>0 в GT *.

При изучении задачи ц>0 используется
Условие (*).  Каковы бы ни были l^iCr и —оо<т<°° при 

существует решение pi=pi(t')^С[Т*,  7] уравнения
t 

л Г 11Pi(t) =р{(т) + J Л(5, Т], Pl(n), Pi^iU, ц), q (В, Т])) I 6=х1(^-т«) Л]. (7)
т*

оо при е->-0,
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Теорема 3. Пусть-.
1) при O^t<C*  действительные части всех собственных значений 

матрицы Hp(t, р (0, i), q (0, i)) отрицательны-,
2) имеет место утверждение А) теоремы 2;
3) выполняется условие (*).
Тогда найдется такое О<р,о<°°, что:
1) при любом О<ц<ро в существует единственное решение 

{р(ц, х, £), <?(|л, х, £)} задачи р>0 и
п m

где С — постоянная, не зависящая от ц;

2) каковы бы ни были 1^г<т и е>0, р,(р, х, Т)^-р^х, t) при 
равномерно в G$ [iT.+tl U Df

1
3) ^(p, x, t)-+q(x, t) при p-^0 равномерно в Gy,
4) какова бы ни была замкнутая область D^Gy не имеющая общих 

точек ни с одной характеристикой х=ТЛ, x=ki(t—T*) , Кг^г, р((п, я,
1 1 1

t), рх(р, х, t)-+px(x, t), qt(p, х, t)-+qt(x, t), qx([i, x, t)^qx(x, t) 
при ц->-0 равномерно в D.

Соответствующие примеры показывают, что если предположения 1) 
и 2) теоремы 3 выполняются, а условие (*)  не выполняется, то при любом 
сколь угодно малом ц>0 в Gj,He существует решения задачи ц>0.

Теорема 4. Условие (*)  выполняется, если справедливы утверждения 
1)—3) теоремы 3.

Научно-исследовательский Поступило
радиофизический институт 10 V 1973
Горький
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