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О ПОЛНОТЕ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ НА КРИВЫХ
Пользуясь обозначениями из книги (4), рассмотрим линейное норми­

рованное пространство А^ (Г; р.) функций F(z), принадлежащих одно­
временно пространствам АР(Г; ц) и A(|z|<7?), где Г — спрямляемый 
контур, расположенный в круге | z | <К (см. также (2)).

В настоящей статье при предположении, что F (z) ^А (Г; р,), указы­
ваются условия полноты систем функций (F(Z„z)} и {znFM(\nz')} по 
норме пространства Д>(Г; р), где {Х„} — некоторая последова­
тельность комплексных чисел. В работе (2) доказано следующее

Утверждение. Пусть спрямляемый контур Г целиком лежит в угле 
|argz|Cno, O^o^l, а последовательность положительных чисел {р.„} 
удовлетворяет условию

где п(и) — число точек р„ в интервале (0, и).
Тогда система функций {z11"} полна в пространстве ЬР(Г; ц).
Для целой функции F(z)eA(^ (Г; р) введем в рассмотрение следую­

щие величины:

Мр (F; Г; г) = max

и
J

SF(T';r') = —— f In max IE(zreie) I • d0.
» zer

Через N (г) обозначим функцию Неванлинна последовательности {/.„},

О

где N (г) — число точек последовательности {%„} в круге | w | <г.
Теорема 1. Пусть спрямляемый контур Г целиком расположен в 

области {| z | <7?, |argz|<jT(j, 0<о^1}, а функция F (z) еА (fJ’) (Г; р) тако­
ва, что Е(Ип> (0) =/=(), E<v,l)(0)=0, n=0, 1,..., где {pn} = {n}\{v„}, причем 
последовательность положительных чисел {рп} удовлетворяет условию

(1)

Тогда, если для последовательности комплексных чисел |%„|<1,
выполняется условие

lim N(r)=—°° (2)

то система функций {F(hnz)} полна в пространстве Lpty-, р).
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Доказательство. Каждый линейный непрерывный функционал 
Ф[/'’] в пространстве ЬР(Г; у) имеет вид

Ф[2?]=ФД2?] = p(z)g(z)dy(z),
Г

где g(z)eZ,g(r; у), l/p+i/q=i. Согласно известной теореме С. Банаха (3) 
для доказательства нашего утверждения достаточно установить, что лю­
бой линейный непрерывный функционал в£,(Г; у), аннулирующийся на 
функциях системы {F(X„z)}, обращается в нуль на всем пространстве, 
т. е. g(z)=0 почти всюду по мере y(z).

Рассмотрим вспомогательную функцию

ф(*) = jF(te)g(z)dy(z), (3)
Г

где g(z)eLg(r; у). Имеем
Ф (X„z) ] =ср (Х„) = J F(X„z) g(z) dp (z) =0. (4)

Г

Требуется показать, что из выполнения условий (4) следует, что 
g(z)^0 почти всюду по мере y(z). Легко видеть, что <р(0 ^А (|z| <1).

В силу известной теоремы единственности для ограниченных функ­
ций, если функция u(t)^AR такова, что и(А,„)=0, то из условия 
lim А’(г) =—% где N (г) — функция Неванлинна последовательности г->н—о

{Х„}, следует, что n.(Z) =0 (см. (*),стр. 42).
В силу этой теоремы единственности из соотношений (4) следует, что 

функция <p(i)^0. Но тогда в силу единственности степенного ряда все 
коэффициенты Тейлора функции cp(z) равны нулю, т. е. <р<п)(0) =0, 
n=0, 1, .. . Учитывая условие теоремы 7?<Мп) (0) =/=0, P<Vn) (0) =0, n=0, 1, ..., 
получим

Ф [z“"] =ф<^’ (0) = J (0) g(z) dp (z) =0.

Следовательно, исходная система будет полной в АР(Г; у.), так как в 
силу условия (1) теоремы полной в нем является система {z11"} (см. (2)). 
В самом деле, из полноты системы функций {z1*"} в LP(T; р) следует, что 
g(z)=0 почти всюду по мере y(z). Но тогда из соотношений (3) следует 
полнота системы {7',(X„z)} в пространстве ТР(Г; у).

Замечание. 1. В теореме 1 в случае, когда F(n} (0)=^0, п=0, 1, ..., 
условие (1) отпадает, так как система {zn} полна в пространстве ЬР(Г; у).

Теорема 2. Пусть спрямляемый контур Г целиком расположен в 
угле | arg z | <ло, O^o^l, а целая функция F (г)еЛ^(Г; у) такова, что

(0) =5^0, F^"'1 (0) =0, n=0, 1, ..., где {yn} = {rc}\{vn}, причем последо­
вательность положительных чисел {у„} удовлетворяет условию (1).

Тогда, если для последовательности комплексных чисел выпол­
няется условие

lim [SF(r; г) — N (г) ]=-«> (5)

или

(6)

то система функций {F(Z„z)} полна в пространстве LP{V-, у).
Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию ф(£), 

определяемую равенством (3), удовлетворяющую условиям, что ф (Х„) =0, 
п—0, 1, . .., и покажем, что при этом g(z)=0 почти всюду по мере y(z).
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Легко видеть, что ф(£) есть целая функция. Согласно неравенству Гёль- 
дера имеем

(7)

В силу теорем единственности для целых функций, если функция 
u(i) такова, что и(Х„) =0, то из условия

2яJ InI и (reiS) I • dQ, е
о

In М(и; г)
ИЛИ

Т-> со

< 1

следует, что u(i) =0 (см. (‘),стр. 52).
Из неравенства (7), учитывая условие (5), (6) теоремы, имеем

lim [5ф(г)— N(r) ]С lim [5ДГ; r)—N(r')]=—°°

и
— 1пЛ/(ф;г) — 1пМрСР;Г;г)

—< *•
Из этих неравенств, в силу приведенной выше теоремы единственности 

для целых функций следует, что <р(£)^0. Но тогда, в силу единственности 
степенного ряда, все коэффициенты Тейлора функции ср(£) равны нулю, 
т. е. ф(п) (0) =0. Учитывая условия теоремы jF(Mn) (0) =#=0, F<Vn) (0) =0, 
n=0,1,..., получим

Ф [zUn] =<p(,*n) (0) = J z^F^ (0) g (z) dp (z) =0,

Таким образом, функционал Ф аннулируется на всех функциях систе­
мы {z*‘n}. Следовательно, исходная система будет полной в £Р(Г; ц), так 
как в силу условия (1) теоремы полной в нем является система {z“n}.

Замечание 2. Полнота системы {7?(Znz)}, когда F(z) — целая функ­
ция, в пространстве Lp(0, R), 0<R<°o, рассматривалась И. И. Ибрагимо­
вым другим методом (4).

Теорема 3. Пусть спрямляемый контур Г целиком расположен в 
области {| z | <R, |argz|Cji<j, O^o^l}, а функция F(z) (Г; р) та­
кова, что Fih) (0) =5^=0, F<v») (0) =0, n=0, 1, где {|T„} = {n}\{vn}, а по­
следовательность положительных чисел {цп} удовлетворяет условию (1).

Тогда, если для последовательности комплексных чисел {Хп}, |Х„| <1, 
выполняется условие 

lim Хп=0, 1^п+1—
п=0

(8)

то система функций {znFln’ (A,„z)} полна в пространстве Lp (Г; ц). 
Доказательство. Вспомогательная функция ф(£), определяемая 

равенством (3), удовлетворяет условиям

Ф[г"^(и’ М]=ф<"’ (Л„) =0.

В силу теоремы единственности для аналитических функций, если 
функция u(t)^AR такова, что u<n)(Z„)=0, то из условия limXn=0 и

П->со
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У, |Хп+1—Х„|<°° следует, что (p(f)^O (см. (‘), стр. 488). Таким образом, 
п=0
из условия (8) теоремы и из приведенной выше теоремы единственности 
следует, что <р (t) =0. Проведя остальные рассуждения аналогично теоре­
ме 1, нетрудно убедиться в справедливости утверждения теоремы.

Теорема 4. Пусть спрямляемый контур Г целиком расположен в 
угле |argz|<ncr, 0^о<1, а целая функция F(г)(=Л^)(Г; р,) такова, что 
F(|ln> (0) ^0, F(',n> (0) =0, п=0, \,...,где {pn} = {w}\{v„}, причем последо­
вательность положительных чисел {ц„} удовлетворяет условию (1).

Тогда, если для последовательности комплексных чисел {Х„} выпол­
няется условие

|Хо|^|Лх|^...^|Л„|^..., lim |Л„|=~
и

InTfP(f;r;r/0)^C(0)n(r), 1-9С(0)^1н —, 0<0<‘/2, О)

где п(г)—число точек последовательности {$„}, $n=|^o|+ S |А*—Л.ь—11, k=i
расположенных в интервале (0, г), то система функций {znFM (Xnz)} 
полна в пространстве ЛР(Г; ц).

Доказательство. Рассмотрим ту же вспомогательную функцию 
ф(£) и заметим, что Ф \znFM (X„z) ] =<p(n) (Xn) =0. Легко видеть, что для 
целой функции <р(£), согласно неравенству Гёльдера, имеем

1<р(0 Is?
<■ 11/рJ IF(tr) lp rfp(z) !■

г

{ j lg(z) I9 dp.(z)|

Отсюда, учитывая условие (9), находим

1пЛ/(<р; г/0)^ 1н2И„(Г; Г; г/0)<С(0)п(г).

В силу теоремы единственности для целых функций, если функция 
u(i) целая и такова, что п(п) (Х„) =0, из условия

1пЛЦи; г/0)<С(0)и(г)

следует, что zz(i)=O (см. (*), стр. 490). Таким образом, в силу приведен­
ной выше теоремы единственности, из условия (9) следует, что ср (0=0. 
Проведя остальные рассуждения аналогично теореме 2, нетрудно убедить­
ся в справедливости утверждения теоремы.
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