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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ СИНГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 17 V 1973)

В заметке изучаются асимптотические свойства спектральной функ­
ции некоторых дифференциальных операторов произвольного порядка с 
сингулярными коэффициентами. Асимптотика собственных значений и 
собственных функций была рассмотрена в (*). Вопросы, связанные с су­
ществованием спектральной функции, были изучены ранее (4).

1. Пусть. Й+— ограниченная область в полупространстве 

7?+п+1={ж=(ж1,..., яп+1): i=l, хп+1>0}

эвклидова (п+1)-мерного пространства, прилегающая к гиперплоскости 
{жп+1=0}. Обозначим через Г часть границы области Q+, лежащую на этой 
гиперплоскости. Рассмотрим в Q+ дифференциальный оператор

£(x,D) = aa(x)Dax'1B^11 + Xj
| а | =2m | a l<2m+an+1

где a=(«i, ..., an+1), a'=(ai, ..., a„), la| =aj+...+a„+2an+1=|a'| + 
+ 2a„+i, x'= (xlt . . . , xn), Dxa = i~'a'(d / dx^ . . . (д / дхп+1)а"*‘= 
=Dx,a’ (d/dxn+i)a^‘, BXntl=(d/dxn+l)4-kd/ (xn+ldxn+l), /с>0,— оператор Бес­
селя. Коэффициенты aa, aa оператора (1) предполагаются бесконечно 
дифференцируемыми в области Й+, ограничения на их поведения при 
Zn+i-^-0 будут сформулированы ниже.

Оператор (1) назовем 5-эллиптическим, если его символ, т. е. 
многочлен

а(х, В) = У, аа(х) ■... •£“» В2п“-‘,
lai—2т

не обращается в нуль прп вещественных ge/?n+I, отличных от нуля. 
Сформулированное понятие 5-эллиптичности несколько расширяет подоб­
ное понятие работы (*).

Пусть Аг, ДО+) — гильбертово пространство квадратично суммируемых 
с весом х^+1 в области й+ функций со скалярным произведением, опре­
деляемым формулой

(и, и(х) ■ v(x)xn+idx.
Q+

Пусть Crs(Q+) — пространство s раз непрерывно дифференцируемых в 
Q+UT функций, четных по последней переменной, и пусть Cgr(Q+)<= 
c:Crs(Q+) — подпространство функций, обращающихся в нуль в окрестно­
сти части границы <ЭО\Г.

Предположим, что оператор L формально самосопряжен, т. е. для лю­
бых функций и, v^C™r (Q+)

(Lu, v)h=(u, Lv)h.
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Пусть оператор L, рассматриваемый как оператор из пространства 
С о™ (Q+) в Л2, *(Й+), обладает полуограниченным самосопряженным рас­
ширением А. Не ограничивая общности, можно считать, что оператор А 
полуограничен снизу. Некоторые условия существования таких расшире­
ний приведены в (4). Обозначим через {£\} семейство проекционных 
операторов, образующих спектральное разложение оператора А:

А = J X dEK.

Функция е(к, х, у) называется спектральной функцией опе­
ратора А, если она является ядром Карлемана для оператора Ек, т. е.

(Ekf) (у)= J e(k,x,y)f(x)x*+idx.
Q+

Существование функции е(%, х, у) для таких операторов было фактически 
доказано в (4). В самом деле имеет место элементарная

Лемма 1. Пусть s — натуральное число и —oo<t<°°, тогда существу­
ют вполне определенные числа Ci, « такие, что

О■ £ ^(4)^-
Z+cr+2a=s

o<l,a+a>0

Предположим, что функции х^n(d/dxn+l)saa(x) ограничены при $>1, 
Z+s<0. Тогда мы оказываемся в условиях работы (4), и, следовательно, су­
ществование спектральной функции установлено.

Пусть z —точка из Q+UT. Рассмотрим оператор Lz, получающийся из L 
сохранением старших членов и замораживанием коэффициентов аа(х) 
в точке z. Определим преобразование Фурье — Бесселя формулой

(EBf) (&=FBf(£)= J e-<(I'’E’,/((l_1)/2(a:n+1gn+1)/(a:)a:*+1dx. 
лп+|+

Оператор Lz, действующий из пространства (Q+) в L2, &(Q+), 
обладает самосопряженным замыканием Lz, определяемым формулой

Lz=FB~la(z, •) FB,

где a(z, •) — оператор умножения на функцию a(z, •).
Легко показать, что проекционный оператор Ekz спектрального разло­

жения оператора Lz можно определить по формуле

(Дх/)(к)“ (2n)"22v+1r2(v+l) J ’* )ь(х"+^п+1)

где v=(k—1)/2.
Обозначим, через ez(X, х, у) ядро Карлемана оператора Екг, тогда

ег(М,У) =

= (2л)"22,’+1Г2(у+1) J 6 ,(Х У ’* (Уп+1%п+1'>
a(z,£)

Отсюда непосредственно следует, что при х=у^ {zn+1=0}

ez(fk, х, х)
(n+fe+l)/(2m)

(2л) n22'T2(v+l) \ J '*п+11
o(l,t)<l
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Если теперь сдвинуться с гиперплоскости {а:п+1=0}, то имеют место 
обычные оценки спектральной функции (2), например,

Теорема 1. ПриК->-°°

е(Х, х, у)=ех(л, х, y)+o(V’1+ft+1)/(2”!)) (2)

равномерно на компактных подмножествах множества (Q+UT) Х(й+иГ) и

е(Л, х, у)=е*(Ь, х, у)+о(Х(”+,)/(2т)) (3)

равномерно на компактных подмножествах множества Q+XQ+.
2. Пусть теперь S-эллиптический оператор (1) имеет вид

L=Z(OI/,5Xn+1)= J1, (4)
|а|<2т

где йа — постоянные коэффициенты. Оказывается, что в этом случае оцен­
ки (2) и (3) можно уточнить. В самом деле, в этом случае L, как оператор 
из пространстваС02™ (7?++1) в Л2л(Т?++1), имеет самосопряженное замыка­
ние Ао, определяемое формулой

A^Fs~1a(-)FB,

где а(-) — оператор умножения на многочлен а(£) = Е
[«1^2771

Спектральная функция е0 оператора Ао имеет вид

е0 (Л, х, у) =

= (2jt)n22v+1r2(v+l) f 6 1 v ,Е ,/v(^„+i|n+1)7v(yn+1^n+i) l^n+il
' ' «(£)<!

обозначим через о’(%) риссовское среднее функции ограниченной вариа­
ции о (X),

и
o(s) (X)=r(s)~* J (X—

В следующей теореме прослежена асимптотика спектральной функции 
вплоть до части границы области Q+, лежащей на гиперплоскости 
{.rn+i=0}. На этой гиперплоскости коэффициенты оператора (4) обраща­
ются в бесконечности и поэтому оценки спектральной функции ухудшают­
ся по сравнению с оценками внутри области, в последнем случае наши 
оценки совпадают с уже известными (2,3).

Теорема 2. Пусть В-эллиптический оператор L имеет вид (4) и 
меньше нижней грани операторов А и Ао, тогда для s^l

е(>) (X, х, у) (Л, х, у) +0

равномерно на компактных подмножествах множества (Q+Ur)X(Q+Ur).
Внутри области имеет место оценка

е(,) (7., х, у) =е" (X, х, y)+O’(X(n+1-’)/(2m))

равномерно на компактных подмножествах множества Q+XQ+.
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Д казательство теоремы 2 основано на следующих утверждениях.
Ра усмотрим эрмитову форму (i>0)

в"*1+

Дат эм этой формы служит функция

в. (t, х, у) = (2л) -’•г-21'Г-2 (v+1) j e-'»<n-«x’-v’.V)/v (xn+1|n+1) X
Hn«♦

ХД (j„+1U) J r4e0 (X, x, г/).

Имеет место следующая
Лемма 2. Функция и0 S С™ (7?/ X R++1 X R++1). Если fe^C^X

X (7?+х X 7?++1), то функция
со

&(t,x) = J dx j u0(t-x, y,x)f(x, у^Уп+idy
t Rn*‘

принадлежит классу Qx (7?x+ X B"+1) и удовлетворяет уравнению

x^=f^ x'>-

Следующая лемма дает оценку функции и0 (7, х, у).
Лемма 3. Существует число с, зависящее только от оператора L, та­

кое, что для t<l

I “о (С х, у) | С Cai-(|a|+n+1)/(2m) exp [— с (| х — у | t ,2mfm/(2m x)j

для всех хи у.
С помощью леммы 2 и леммы 3 доказывается
Лемма 4. Существует постоянная Cj>0 такая, что

u(t, х, y)-u0(t, х, у)=О[ехр(-сГ1/(2п,-1>)]

равномерно на компактных подмножествах множества (Q+UT)X(Q+UT) 
при t<l; здесь u(t, х, у) — ядро эрмитовой формы (e~tAf, g)h.

Для доказательства теоремы 2 нужно теперь применить тауберову 
теорему (2).

В заключение автор выражает глубокую благодарность И. А. Киприя- 
нову за руководство работой, а также М. И. Ключанцеву за полезные об­
суждения.
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