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Пусть Bi, В>, В3 — банаховы пространства и оператор Ф (ж, у) действу­
ет из BiXBi в В3.

В данной заметке даны условия существования решения уравнения
Ф(ж, у)=0 (а)

в В-. при любом фиксированном х^В^
Из основного утверждения вытекают теоремы существования и един­

ственности решений уравнений типа

tt(x) = (5*u) (ж), Skv= f ds, x^(a,b), (bk)
J s—x
а

где а=—о°, &=«=, когда к=А, и а, Ъ конечны, когда к=2.
Дается самостоятельная теорема единственности решений уравнений 

u—kSiU (с)
при любом действительном А.

Сначала сформулируем частную теорему.
Теорема 1. Если Bi=B2=E={ — °°) и непрерывный в В iXE функ­

ционал Ф(ж, v) при каждом фиксированном х^В, имеет непрерывную в Е 
производную Ф/(ж, у), удовлетворяющую условиям

со

|Ф/(ж,у)|^Лхф(|у|)>0, Гф(о)Й0=~, (1)
©о АГ

при любом О^М, то существует единственный непрерывный функционал 
/Дж) (В^Е), который удовлетворяет

Ф(ж, Г(ж))^0 (2)
во всем Bi.

Доказательство почти очевидно.
Замечание 1. Можно построить примеры функционалов Ф(ж, г/), 

не удовлетворяющих условию (1), но удовлетворяющих другим условиям 
теоремы, для которых не существует искомый Г (ж). В этом смысле усло­
вие (1) является необходимым в теореме.

Лемма 1. Если последовательности положительных чисел {ап}, {5,,} 
удовлетворяют условиям

Ао ехр {—ф„}<ап+1—ап<АА0 ехр{—<рп+1}, ' (3)
Ьп+1—Ьп>А0 ехр {— ф„}Чг„-1, (4)

где
ЧГ„=ЧГ (а„) =а„ (In ап) X (In In а„) X .. .X (In In ... In я„);

Ф„=ехр{ехр [... ехр (а„) ]}, 
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О=Ср, целые1, 0<Л0, 0<Л произвольное, а0 — достаточно большое по 
сравнению с А, то последовательность {&„} неограничена.

Доказательство заключается в обосновании неравенства 
bn+1-bn>B{(Con+Do)-V(‘-vo). щ[ (Con+Do)]X...

.. ,X[ln ... In (Con+Do)]}
p + 5+2

где В, Co, Do, O<Yo<l — некоторые постоянные.
Вышеупомянутая лемма и локальная теорема о неявной функции су­

щественно используются для доказательства основной теоремы.
Теорема 2. Пусть оператор Ф(х, у) непрерывен в В,'АВ2 и в каждой 

точке BiXB., существует линейный оператор Ф/(х, у)[В2-+ В3] — произ­
водная Фреше и обратный оператор, удовлетворяющий условиям:

1) Н[Ф/(я, У) ]_1{[Ф/(^г/1)-Ф/(^, У) ] (fe)}^['Yi(ll«ll, llj/ll) ]Х
X (Iki—a:||“+llj/i—11Л||, 0<а;

2) ||[Ф/Сг, у) ] [Ф (хъ у) — Ф(х, у) ]||<['у2(11я:||, ||г/||) ] Цх,—х||, 

11^-2:11^1, Цг/j-i/li^l,
где нормы понимаются каждый в соответствующем виде-, 7i(s, о)^ 
<ф(Л1+2?1х+С1О), 72(5, o)<Ya(s) гт (Лг+СгО); А{, Bi, Ci —произ­
вольные положительные постоянные;

3) существует точка (х0, уо^^В^Вг, являющаяся решением уравне­
ния (а).

Тогда при любом фиксированном х^В, уравнение (а) имеет решение 
у^В2, единственное в некотором шаре с центром в этой точке у, и это ре­
шение можно найти, применяя конечное число раз принцип сжатых 
отображений; более того, существует единственный непрерывный оператор 
/(я) [В,^Вг\, чтобы yo=j(,xC) и Ф[ж, /(я) ]=0 во всем В,.

Если в точке х=хп уравнение (а) имеет множество {у0, а} решений, то 
существует эквивалентное множество операторов {fa(x) (В^Вг)}, чтобы 
Уо а=/а(х<>) и Ф|>, f(.x)]=0 во всем Bi и fa(x)^=fo(x) в любой точке Bi, 
если

Замечание 2. Из замечания 1 следует, что условия, налагаемые на 
W (о), являются почти необходимыми в целом.

Теорема 3. Если непрерывный оператор Аи, действующий в В, име­
ет в каждой точке и^В производную Фреше {А'и) (h), обратный оператор 
[(А 'и)(Л)—Л]-1и

]\(A'u2-A'Ui)(h)\\^i(0, ||н||)||Л||, \\[А'и—Z]-1(g)||^72(0, ||«||)||g||,

то уравнение 
и=Х.Аи

имеет решение в В при любом действительном К и у оператора Аи нет то­
чек ветвления.

Для доказательства нужно фиксировать X и к уравнению
Ф (к, u)=v—гг+ХЛн=О 

применить теорему 2.
Обозначим На [Яа(°°) ] пространство с нормой

|п(х2) —и
llu|| = l|u||c+ sup ---- j———

a^xi,X2^b 1*^2 «^1

sup
— OO <X1,X2< ОС

|н(ж2)— u(Xi~) | У (1+x?) (1+.Г22) 1 
lx2—xj® J
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Теорема 4. Если функция f(x, и) и ее частная производная fv' (х, и) 
определены на [а, X (—°°), действуют в Яа[Яа(°°) ], и, кроме того,

1) ||//[ж, щ(ж) ]— f„'[x, v(x) ] Ц^уДО, ||w||) ||pi—p||p, 0<^, ||f4—p||<1;

2) |/„(ж, p) |-1<у2(0, |u|); | {[fv(x, и) ]-‘}/|-С[у2(0, | v |) ]/(A2+C21 v |) 
при каком-либо p, q, то при F(x, v)ssf(x, v) уравнение (ЬД имеет единст­
венное решение в На(—°°) при любом фиксированном 1геЯа(°°).

Если

F(x, v) = (Ь—х)',г+а(x—a')~'l‘+af (х, v), v(x) =[ (b—х)/(х—а) ]'/2р°(а:), 
v°(a) =Р°(&) =0, и°(х)<^На,

то уравнение (Ь2) имеет единственное решение в На при 0<сс<'/2, а если

F(x, р) = [(Ь—х) (х—a)]~'b+af(s, и), = —х) (х—а) ] _’!р’(х),

то уравнение (Ь2) имеет единственное однопараметрическое семейство ре­
шений из Н„ при 0<a<V2-

Для доказательства теоремы сначала применяем соответствующую 
формулу обращения, которое можно определить из (2), а потом теорему 2.

Теорема 5. Если функция F (х, и) непрерывна в [а, Ь]Х(—°°) 
и F(a.u)=F(b,u) =0, то при любом действительном фиксированном к 
уравнение (с) имеет не более одного непрерывного решения, а если, кро­
ме того, F(z, п) действует в L-. 1<р. то решение будет единственным во 
всем L-.

казательство теоремы основывается на методах работы (3) и с 
другими результатами этой заметки не связано.
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