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ОБ ОЦЕНКЕ НОРМЫ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В КЛАССАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ

Пусть <S (R) — линейно-нормированное пространство функций, опреде­
ленных на всей вещественной оси (Я), в котором норма инвариантна отно­
сительно операции любого вещественного сдвига, т. е. ||/(ж + /) II « = 
= II/(я) Ils при любом вещественном t.

Обозначим через Ва{ё) совокупность целых функций из класса 
С. Н. Бернштейна Ва (см. (‘), стр. 38), принадлежащих линейно нормиро­
ванному пространству <S (R).

H. И. Азиезер (см. (2), стр. 190) заметил, что для целой функции 
/(z) еВл(^'| справедливо классическое неравенство С. Н. Бернштейна

*=1,2,... (1)

Далее обозначим через Br,;xil,...,x„(&') совокупность всех функций /(z) 
из класса Ва{ё) с вещественными нулями х0, xlf..., хп.

В настоящей работе дается оценка нормы некоторых линейных опера­
торов, определенных для функций /(z) из классов Ва(&) и Ва-Ха,хД^), 
через нормы функции /(ж) в пространстве <S(R). Эти оценки являются не­
посредственными обобщениями неравенства С. Н. Бернштейна, которые 
могут быть использованы в вопросах приближения целыми функциями в 
пространстве &(R).

I. Рассмотрим линейный оператор вида

5п[/]=^-^----- , /г = 0,1,2,...,
П (г — Xk) 

k=o

переводящий каждую функцию /(z) из класса ..... х„(<8’) в целую же
функцию, не имеющую нулей в точках х0, жь х„.

Теорема 1. Если действительное число ха является нулем кратности 
а0 целой функции /(z) из класса Ва-Хо(ё), то для нормы оператора

в линейно-нормированном пространстве S’(R'), справедливо неравенство * 

_________ II Saa [/ (х)1 ||s < Ка, (J), (2)

* В неравенстве (2) пространство «S’ (Я) может быть заменено пространствами 
С (Я), LP(R), 1 р < оо, С"(—л, л), Lp'(—л, л), 1 sg: р < <ю и другими простран­
ствами типа S(R). В случае, когда /(z) является 2л-периодической целой функцией 
(или тригонометрическим полиномом), норма /(я) в пространстве £р«(—л, л) берет­
ся в виде

11/11. =[\\fW\Pdt\1,P-

L-o (—л, л) \ d /■н —я 
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где Kao(f) — постоянная, не зависящая от о,
1

КаЛГ) =5«а°'111/(^)ЬхЛ- (3)
о

Доказательство. Если х0 — нуль кратности а0 функции /(я), то

/«=-(5^-5 /’•’(«) Л.

Последнее равенство с помощью замены t — х0 + (х — ха) т приводит­
ся к виду

5=%= = (5^1)Г j+ (—-.)<! «•

Отсюда следует неравенство

Из этого, в силу неравенства С. Н. Бернштейна (1) в линейно-нормирован­
ном пространстве (7?), находим 

1«

11(ж-жо)“0^ (сю-1)! J 11 м

что и требовалось доказать.
Заметим, что в случае В (7?) С (R) 

^а„(/) = ^а°'1 max |/(хУ)|Л<-^-||У(а:)||с{Д),
J — со < PC < со и*0

а в случае & (7?) = Lp (R), К р < «>,

*«.</)<$ л> I / и I f w ip-

о Й I

Таким образом, из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Если]{х) е Во; w, то

Fp 1
II (ж — ж0)а« 11с (В) аТ ° ° (В)*

а если / (ж) <= ГКа», , 1 С р < оо, то

II У И II
II (ж — Жо)а4

УН

(4)

II (х _ Хо)“» ||Ьр (Оо — 1)! (Оо — 1/р) Ч Ц»’

Применяя неравенства (4) и (5) последовательно к функциям

(ж —ж0)“° (ж — ®1)“1 (х_хт1),ат-1 ’

(5)

У И

приходим к следующему более общему заключению.
Следствие 2. Пусть различные между собой действительные числа 

х0, Xi,, xm являются нулями соответственно кратности а0, «1, •.., am, 
m
'^ak = п, целой функции / (г) е Ва.

k=*  (
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(6)

Тогда для нормы оператора
______________/fo)__________________

(х — г0)“’ (х — хД1'. . .(х — xm)am
Sn [/(*)]

справедливы неравенства *

ecauf(z) с= В„.х„.... Хт, и

Ц^п [/] ||Ьр(В) =С
а0+а1+...+ат

~ II Иьр (В) ’
П (<xft — 1)! (ak —i/p)

k=0

(7)

если f(z) е Wa- Хо, .... Хт, К р <
Замечание. Из неравенства (7) в случае р = 2, га = 0 и х0 = О выте­

кает, что для целой функции /(z) е справедливо неравенство:
11 f WI
II х I L(R)<2ff||/||L2(R)’

что и является уточнением соответствующего результата из работы (4). 
Следствие 3. Пусть различные между собой действительные числа

ха, х1г. .. ,хп являются простыми ну лями целой функции f(z) из класса Ва. 
Тогда справедливо неравенство

I (i-Жо).. ,(ж_Хп)|С(Н)<оп+1||/||с(В), (8)

еслга/(г) 6= 50; х».... т, и

II Ш || qn+1 и у и /ах
II (х — ®о). • • Их, "" (1 _ l/p)11*1^ ^р<й)’ ' '

если f(z) е Р7о;яо.... Хп, 1 С р < °°, где п = 0, 1,2, ...
В частности, в случае п = 0, из (8) и (9) соответственно следуют нера­

венства

II /И II
II z — So ||ьр (В)

II !/(*)
II X — Xq

оо.

(10)

(10')

Следствие 4. Для целых функций из класса Ва;ха [1] справедливо
равенство

Sup ) Sup |г~И1==ст- (Н)
feB0; [О I Х Х'> U

В самом деле, равенство (11) является непосредственным следствием 
неравенства (10). При этом экстремальной функцией является /»(z) = 
= sin oz; причем в качестве х0 можно взять один из нулей функции sinox, 
т. е. 0, л / о,..., пл / о. Последнее утверждение показывает, что неравен­
ства (6) и (7), вообще говоря, не могут быть улучшены.

Следствие 5. Если х0, ..., хп — различающиеся между собой дейст­
вительные числа, то для целой функции f(z) из класса Ва;к,.... Хп справед­
ливо неравенство

II I < ° №1""
где га = 0,1, 2,...,

* Некоторые из этих утверждений являются уточнениями соответствующих 
утверждений из работы автора, выполненной совместно с Ф. Г. Насибовым.
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2. Рассмотрим теперь множество целых функций f(z) из класса
Вл. представимых в виде интеграла

f(z) = J eiztds(t) (12)
— О

и принадлежащих <S{В), где s(i) — функция с ограниченной вариацией на 
отрезке [—о, о].

Предположим, что оператор 2"[f] преобразует каждую функцию f(z) <= 
е в функцию

о
^[/(z)l == J (13)

—О
где |i(i) — непрерывная функция на отрезке [—о, о].

Очевидно, 2"[/(z)] является линейным оператором, действующим 
в классе (с?).

Теорема 2. Пусть ц (i) — абсолютно непрерывная функция на отрез­
ке [—о, о], удовлетворяющая условию ц(—о) =е’вц(о) при 0 < 0 < 2л и 
ц(—о) = ц(о) при 9 = 0, и ц'(£) = В(£) — функция с ограниченной вари­
ацией на отрезке [—о, о].

Тогда имеет место неравенство *

* В случае & (R) = C(R) и <S' (Я) =LP(H), p > 1, неравенство (14) доказано в 
работе (5) (см. также (‘), стр. 97).

|Ж[/(х)]^^(2(щ 0)-||/ИЬ (14)
где

Q (о; 9) = ycsc2y{|^(—о)| + |^(+о)| + уаг(^)}, (15)

т. е. из принадлежности функции /(z), определяемой равенством (12), ли­
нейно-нормированному пространству <S (В) следует принадлежность опера­
тора ^[/] тому же пространству <S(В).

Из теоремы 2 вытекает
Следствие. Если в условиях теоремы 2 функция ц(£) удовлетворяет 

еще неравенствам

(—1)п Сп= (—1)" ц (t) ei [°-р <")]‘ dt > 0, п = 0, ±1,...,
—О'

ТО

II [/(ж)1 ||s< In (П) HI/(ж) II# (Д),
а если ц(£) удовлетворяет условиям, что

Сп = $ ц(^еИ«-Р(п)]«Л>0, п = 0, ±1,...,
—о

ТО

11^ [/(*)]  й^|р(0)Н1/1й (Н)-
Из этого утверждения немедленно следует неравенство С. Н. Берн­

штейна (1), если положить, что ц(£) — it.
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Баку
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