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В настоящей заметке приводятся теоремы о приближении функций на 
компакте комплексной плоскости, обобщающие и усиливающие ряд резуль­
татов работ С,2).

1. G — компакт на комплексной плоскости, дополнение которого одно- 
связно и содержит более двух точек; z=c|?(Z) =7Z+y0+'Yi(Z)_‘+..., у>0,— 
функция, регулярная в области 1< |Z | <°° и отображающая эту область 
конформно на CG-, t=y{z) —обратная к z=if(Z) функция; V—dG, 
Гл=гр({|£| =R}Y, pH(z)=dist({z}, Гв).

Пишем GeW (cj, с2, Z±, at,..., ai) (см. (3)), если:
0<Ci<c2<°°, fj=ei0/, —n^0!<02< ... <0i<n, 0<ay^2,

7=1,..., Z,
и

Ci 11—Zj/Z|a/-1^ |c|/(Z) |<c2| 1—Z/Zpr1, |z|>l, |arg (Z/Z)\<h; (1J
Ci^|i|)'(Z) |^c2, |Z|>1, |arg (Zj/Z) \>h, y=l,...,Z; (12)
i])(Z)=ip(Zj)+Aj(Z) (1—Zj/Z)“/, |Z|>1, |arg (Zj/Z)\<h, (13) 

где h = min (10~0^|, */2), Aj(Z) — функция, регулярная в |Z[>1, непре- 

рывная в точке ZJ5 и выбрана та ветвь функции (1—Z,/Z) которая обра­
щается в единицу при t=°°. Используя условие (13), нетрудно показать, 
что в точках Zj=c]:(Zj) существуют односторонние касательные, причем 
один из углов, образованных ими (внешний по отношению к G), равен а,л.

Далее со (ж) — нормальный модуль непрерывности (4), т. е.

м_А_С^л>0.

х>0 (0 (ж) J t2
х/2

(2о)

Пишем (o(^)eS’(p, а, о), если О<0<1, 0<а<2, 0<оа+1—а^2, со (ж) 
удовлетворяет (20) и при любом s<p (а+ (1—о)/а) и х>0

f со (Z)° со (Z/а) ° , сй(л:)а<о(л:1/“)1-а
----------- — dt<c,  

J ti+s--------------------------------х’
О

при любом s>p(o+(l—о)/а), z>0

С со (Z)° со (Z1/a)1-0 , co(z)aco(z,/a)1-0
I -------------------- —— dt^cs---------------------- —J Z1+s Xs

(2.)

(22)

при любых x>0, cz>0, S<jJ 

co (Z)a co (aZ)1_
Z1+!

dZ<csco (x) ’ co {ax) l~a x~‘,
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а при s>p

j _—dt^c.a(x)ae>(ax)l-ax-. (24)

X

В частности, для любого р и любых возможных а, о

со (z) =ж?( | In ж| +1)р^2> (^, а, о).

Условия (21) —(24) можно трактовать так: co(z) отличается от х^ на 
«медленно меняющийся» сомножитель. Если о=1 или 0, то (23) и (24) пре­
вращаются соответственно в (21) и (2г).

2. Т е о р е м а. Пусть GeT (ct, с2, Л, а4,..., fi, а(), функция / аналитич­
на в G и непрерывна в G, o(z) — непрерывная на Г функция, причем 
o(z)=cr3 в окрестности |z—z3|<e4 точки z3=i|)(i3), г>0 целое, 0<^<1, L— 
=г+Р, числа Ао3+Л(1—о3) /а3 нецелые при со (ж) (^, а3, о3),
7=1,. . . , Z.

Тогда для того чтобы нашлись полиномы Рп(Д степени ^п такие, что 

l/(z)-Pn(z) l^c[pi+i/n(z)co(p1+l/n(z))]a(z) Г-^со( — )1
Ь Vn/J (3)

zeF, п>1, c=const,
необходимо и достаточно, чтобы f=F+Q, где Q — некоторый фиксирован­
ный полином, a F удовлетворяет следующим условиям: вне малых фикси­
рованных окрестностей точек z}, \z—z3|<e3

co(F<r)(z), б)^ссо(б), геГ, (4,)
если

|z(1)-z3|<ej, |z(2)—z3| <e3,
6=-z<2) | <min( |z(1)—z3|/2, |z(2)—z3|/2) =a, z<‘>, г(2’еГ,

TO
IE(r> (z<‘>) —F(r) (z<2)) I ^const • ar(''“'+1-a')/a'-rco (6)a'co (6a1/a'-')‘-a'. (42)

Следствие. Пусть L/a,j нецелые, условия на G и f, со — как в тео­
реме. Для того, чтобы существовала последовательность полиномов РДя) 
таких, что

|/(z)-Pn(z) |<с-^-со(—) , (5)
пг \ п /

необходимо и достаточно, чтобы f=Q+F, где Q — фиксированный полином, 
a F вне всех |z—z3| <е3, /=1,..., I, такая же, как в теореме, а при 
\z™—z}\<е3, v=l, 2, в тех же обозначениях

|F(r)(z(‘>)-E(r)(z<2)) |<const-ar(1/a'-iM6a1/“'-1), z'v’er. (6) 
Примечание. В работе (3) построена область DsT(c/, с2') спе­

циального вида такая, что функция z=ifi.(£) =P£+f}o+jli(;_i+ ..., отобра­
жающая CD на CG, удовлетворяет условиям (14) — (1з). Тогда следствие 
может быть переформулировано так:

чтобы в предположениях следствия выполнялось (5), необходимо и до­
статочно, чтобы f=Q+F, где Q — полином, а о(^)=7?'('ф»(^)) удовлетворяет 
условию

со(р(г)(£), б)Сссо(б). (7)

В случае o(z) = l прямые теоремы приближения без ограничения на 
модуль непрерывности со (ж) при тех же предположениях на границу уста­
новлены Н. А. Лебедевым и автором (3); при иных предположениях на Г 
прямые теоремы установлены В. К. Дзядыком (5_7). Обратные теоремы 
при очень слабых ограничениях (o(z)=l) доказаны Н. А. Лебедевым и 
П. М. Тамразовым (4,8). В случае_о (z) =0, со (я) =х^ и при значительно бо­
лее гладкой, чем у нас, границе G прямые и обратные теоремы в иных

296



терминах доказаны В. К. Дзядыком и Г. А. Алибековым (*,2) (подробный 
обзор имеется в работе (9)).

3. При доказательстве обратной теоремы представляем функцию 
в виде

00

/(z)=J2 Pn(z),
n>0

где
p„(z) =P2"(z) —P2»-‘ (z) , Po (z) =p0 (z) ,

Pn(z) — приближающие полиномы.
Затем полагаем

<?(z) —полином, достаточно хорошо приближающий полиномы Qj(z') при 
\z—Zj\<Ej.

При |z—Zj|<Ej имеем
F=f—Q= (/-<?,) + «2,-0

Rj — полином,

Fi J(z_i) ’^Г1’(i) dt=
(V) , .

,4 V Рп (ZJ 
Рп^~2^ (z-Zj)vJ .

v!
n^O zj n>0

При проведении оценок используется частный случай фундаменталь­
ного результата из (4) (обозначения там же): пусть 0 (х) — обобщенный 
модуль непрерывности, имеющий коэффициент нормальности ip. «), %>0, 

q целое, 7?g(t) — полином степени =^</, удовлетворяющий при 
всех геГ условию

|7?,(z) |<0(p1+Vp(z)).
Тогда при всех гоеГ' и (0, q/p) справедливы оценки

I-^9(Z|>) i ! 0 (pi+x/р (Zo) ) [T« (Zo, Pl+X/p (Zo) ) ] г / iv ’ v 2, • •. 
LPi+wi/«(Zo) J

В прямой теореме использовался полином из работ (3,7):

f
— p„>m(0)d9j /(?)

—л Г
(U,e-z)p dZ,

где

Ue=Uea)=4’(«e-i0<p(S)), n,mJ
/ sin[n/?n]0 \ m
\ sin 0 /

E

sin 0И” sin[n/7n]0\
- Sin0 )

— Л

к и m выбираются достаточно большими.
Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 8 V 1973
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