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(Представлено академиком Н. Н. Красовским 17 V 1973)

Пусть па отрезке [—’/г,‘/а] определена неубывающая функция g(x) и 
последовательность {yh}, удовлетворяющая условию

HA’tyJlipSSM, (1)

где Ay^yt+i—ук и Апг/А=АД"_1г/А и

1|г/л11гр = fc=-oo

sup Ы, p—°°.

Спрашивается, существует ли такое число С>0, что для любой после­
довательности {уЦ, удовлетворяющей условию (1), существует функция 
/(я), удовлетворяющая условиям

■А
J f(x+k)dg(x)=yk, k=0, ±1, ±2,..., (2)

(3)\\fM(x) \\Lp^C,
где

ll/(*)U =
Kp<0°,

sup l/(x)|, p=°°-

Каково наименьшее С, при котором задача (1) — (3) разрешима, т. е. 
чему равна величина

Ап, Р(М, g) = sup inf ||/(n) (x) ||Lp,
ТеЛ^м.р feF(Y, gl

(4)

Здесь К={г/Й}, F(Y,g) —класс функций {f(x)}, имеющих локально абсо­
лютно непрерывную (га—1)-ю производную и удовлетворяющих усло­
вию (2), и Ар — класс последовательностей У, для которых выполне­
но (1).

Положим
■А п

^i,„(ra) = J У, (—1)п~’Сп (s—l+l—u+v) +n~ldg(v),
-42 8 = 0

(x—v) t = max (x—v, 0),

(5)

n+l

0п(п)==У( (—1)гфг,п(и), 0<га<1, (6)
1 = 0
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2т 1
= J I021-i(«) I9“1sign92r-i(ii)'ip!,2r-i(it)du, (7)

1 = 0 о
Sr $

Л2г (ж,#) = |J I92r(u) I5-1 sign02r(M)i|);,2r(u)du+

1=0 0
1

+ J I02r(n) l9_Isign02r(w)if;_1.2r(w)cZit|, l/p+l/q=l, l<g<oo. (8) 

V>

Теорема 1. Если все нули полинома Руп(х, g) отрицательны и раз­
личны и 7\„(—1, g)=/=0, то

H„,P(Jf,g) = (re-l)!|P?„(-l,g)|-1/’, i/p+i/q^i, Кр^оо. (9)

Теорема 2. Если 0<h<l и g*(—‘/2) =g*(—А/2) =0, g*(A/2) =g*(l) =1 
и g*(x) линейна между указанными точками, то все нули полинома 
РУп(х, g*) отрицательны и различны и

Are.P(Jf,g‘) = (n-l)!|Pv„(-l,g*)|-1/’, l/p+l/q=i, Кр^оо. (10)

Теорема остается в силе и при /г=0, только здесь g*(x)=0 при 
—72<а:<0 и g*(z)=l при 0^а:<72.

Ограниченность величины А„, Р(М, g*) при h=0 и р—°° впервые была 
доказана В. С. Рябеньким (‘), см. также (2); С. Л. Соболев (3) показал, 
что метод Рябенького дает ограниченность Ап, Р(М, g*) при h=0 и 1«£р<°°. 
В работах автора (4,5) дано точное значение величины А„, Р(М, g*) при 
h=0 и Позднее аналогичный результат был получен Шенбер­
гом (6), но лишь при p—i, 2 и Доказательство теорем 1 и 2 протекает 
по той же схеме, что ив (5).

Определение 1. Функцию Sn(x, h, hr, f) будем называть интер­
поляционным в среднем сплайном для функции j(x), 
если:

1) Sn(x, h, hr, f) имеет на (—°°, °°) локально абсолютно непрерывную 
(и—1)-ю производную;

2) 5?>U,A,A1;/)=Zft, kh + —h^x< (k+l)h + 1+ (_1)" h,
4 4

Zh — константы;
Л,/2

3) — f [/(&/Ж)—£„(&&+£,/i,/г,;/)] сй=О, k=0, ±1, ±2,...
hL J-ht/2

В последнем случае при hi=0 считаем f(x) непрерывной и требуем 
f(kh) =Sn(kh, h, 0; /), А=0, ±1, ±2,. . .

Отметим, что с помощью таких сплайнов находится оценка сверху для 
величины Ап, р (Л, g‘) при р=°°. Интерполяционные в среднем сплайны 
можно использовать для приближения функций, заданных на всей оси.

Теорема 3. Если функция f(x) имеет локально абсолютно непре­
рывную (к—1)-ю производную, и к-я производная принадлежит
Lq( — °°, °°), то существует лишь один интерполяционный в среднем 
сплайн, удовлетворяющий условию

(х) -S™ (х, h, hl- f) n)hh-i+l/p-i/q co (/<*>, h) q, (11)

i=0,1,... , k, l^gCp^oo,
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где

Xi- ^)e = sup
|i|<h

Если °°) и hi/h^^X), $ —абсолютная постоянная, то нера­
венство (11) имеет место и при к=0.

Теорема 4. Если 2п-периодическая функция j(x) имеет абсолютно 
непрерывную (к—1)-ю производную, \Х1Хп, и к=2л1тп, пг — натураль­
ное, то существует единственный периодический интерполяционный 
в среднем сплайн Sn(x,2n/m, hp f), 0^hl^2n/m, удовлетворяющий
условию

ll/(i) (ж) -Sn'} (х, 2n/m, hpf) ||ьр(о,2Я)<С(i, njlXv (/<к), 2л/тп)ь<ю>,гю, (12)
i=0, i,...,k,

где y=k при Xp^qsX u ^=k+i/p—1/q при iXq^p^00 и
2л

w(/,A)b«(0,2«)==sup -j \f(x+t')—f(x)\9dx
0

Теорема 4 при fti=0, p>max (2, q) и нечетном n доказана Варгой и 
Шварцем (7) при более общих условиях на узлы интерполяции, а также 
для непериодических функций и сплайнов, удовлетворяющих определен­
ным граничным условиям. Теорема 3 при Л1=0 анонсирована в работе 
автора (8).

Теорема 5. Если функция f(x) имеет непрерывную k-ю производ­
ную, О^к^п, и

1 Т I
Алп— 1 f(kh+i)dt <#(/i)<oo, 0^/г,С/г,

hi J
-ht/Z

то существует единственный сплайн, для которого имеет место нера­
венство

sup |/(,)(ж)-5п(<>(л:,Л,Л1;/) |<C'(i,n)ci)n+1_, (/(i),fe), (13)
— 00 <Х< оо

где i=0,1,..., к\ сщ (/, /г) = sup sup | А(7(ж) | ■
нкл х

При 7i1=0 теорема 5 доказана в (9). В общем случае доказательство 
с небольшими изменениями протекает по той же схеме.
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