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Регулярные кватернионные функции, т. е. кватернионные функции, 
удовлетворяющие уравнениям, аналогичным уравнениям Коши — Римана, 
изучались в работах ряда авторов (1_6). Ряд работ посвящен многочислен­
ным приложениям регулярных кватернионных функций — в физике: 
в квантовой механике (7), теории электромагнитного поля (8),—а также 
в различных областях математики: в теории аналитических функций (4), 
функциональном анализе (9), уравненпях с частными производными (5).

Все предыдущие исследования касались в основном случая одного 
кватернионного переменного, т. е. для функций в С2, а изучение подоб­
ных функций в пространствах большей размерности оставалось вне поля 
зрения. В настоящей работе мы рассматриваем кватернионный аналог 
системы Коши — Римана в С4 и находим некоторые его приложения 
в комплексном анализе.

Комплексное пространство С4 переменных zb wt, z2, w2 с введенной 
кватернионной структурой

p=z1+u>J, g=z2+w>27

будем обозначать через <?Р, чг. Ориентация в QP: ,2 выбирается так, чтобы 
для любой области D<^QP q

J dZi/\ dzt Д dwi/\ dWi/\ dz2/\ dz2/\ dw2/\ dw2>0.
D

Рассмотрим гиперкомплексные дифференциальные операторы

где / — единица алгебры кватернионов.
Однозначную кватернионную функцию f=g+hj\, гладкую на открытом 

множестве D<^Qv,q назовем (р, q) -гиперголоморфной на Z), если она 
в каждой точке (р, q)^D удовлетворяет уравнениям

0Pf=o, =0,

или в комплексной записи

dh dh dg dg dh dg dh
dzi dwi dzl dwi' dz2 dw2 ’ dw2 dz2

В отличие от регулярных кватернионных функций в С2 эта система 
уравнений переопределена. Можно проверить, что обычные голоморфные 
функции переменных z4, z2, w2 принадлежат классу (р, q) -гиперголо­
морфных функций. Совокупность (р, q) -гиперголоморфных функций в об­
ласти D образует пространство над полем действительных чисел, которое 
мы будем обозначать Нр q(D). Можно показать, что многие свойства голо­
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морфных функций нескольких переменных справедливы и для (р, у)-ги­
перголоморфных функций, в частности, для них могут быть установлены 
теорема единственности, принцип максимума модуля, неравенства Коши, 
теорема Лиувилля и другие.

1. Интегрирование (р, q)-гиперголоморфных функ­
ций. Введем в С4 две кватернионные формы

со'(р) = *dzl+*dwlj, a" (q)=*dz2+*dw2j,

где «—оператор Ходжа (10)-
Предложение 1. Если функция f (р, q)-гиперголоморфна в об­

ласти G^Qp,n, то для любой области BexczG с кусочно-гладкой грани­
цей дБ

J <*>'(р) 7 = J/-®/z(g) = O.
дБ дБ

Предложение 2. Пусть функция / непрерывна в области D<=Qp,q 
и для любого шара В<=лхБ

|со'(р) •/ = |/-(в"(д') = О.
дБ дВ ' '

Тогда f (р, q) -гиперголоморфна в D.
Предложение 3. Если комплекснозначная функция f непрерывна 

в области Б<=№ и для любого шара Вас^Б выполнено условие (1), то 
функция / голоморфна в Б.

Отличие этого утверждения от обычной теоремы Мореры в том, что 
мы требуем равенства нулю интегралов по границам восьмимерных ша­
ров. В обычной теореме Мореры требуется равенство нулю интегралов по 
границам пятпмерных областей специального вида (см., например, (“), 
стр. 335). »

Пусть fl'czC2,.,, и п — ограниченные области с кусочно­
гладкой границей и Г=дБ'ХдБ". Рассмотрим две кватернионные формы 
А(С,р) и x(g, q);

Л(£,р) = -7-7——dp,i-dMA dXiA dp.1/), 
4л2 1£~рг

х(5л) (dh2/\ dp,2/\ d[i2+dX2/\ dX2/\ d\k2f)
[ — (X2—z2) + (Ц.2—w2) / ]
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где g=Xi+p,!7, ^=Х2+ц27-
Предложение 4. Пусть функция f(p,q) (p, q)-гиперголоморфна

в области Б'ХБ"<=< 
(р, у)<^Б'ХБ"

-Qp,q и непрерывна в Б'ХБ". В этом случае для всех 

f(p,q) = Ja(s,p)/(^, £)x(t, «)•

г

Рассмотрим теперь кватернионную форму 0ц

0/С, р, = Ю +
+/С, в) (■/'(£) [ (л2-?2) - (ц2-н>2)/]} [ | с-р 12+1 l-q 12J-4.

Предложение 5. Пусть Б<=л^‘рЛ — ограниченная область с кусоч­
но-гладкой границей дБ и f — гладкая в Б кватернионная функция.

Тогда верна формула

е““ (',’<г,=с:
л4 17 J J 10, если {p,q)^B,

дБ Б

где dQf — внешний дифференциал формы 0/.

(2)
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Когда f— tp, q~)-гиперголоморфная функция в D, второй член в форму­
ле (2) пропадает и мы получаем следующее интегральное представление 
(р, q) -гиперголоморфных функций:

ftp, д'),

О,

если tp,q)е= D, 
если (р, q) <£D.

(3)

Формула (3) как частный случай включает в себя интегральное пред­
ставление Мартинелли — Бохнера для голоморфных функций в С4 (“).

2. Вопросы (р, q) -гиперголоморфного продолжения. 
Можно показать, что для tp, <?)-гиперголоморфных функций справедливы 
аналоги теорем Осгуда — Брауна о стирании компактных особенностей и 
Хартогса о голоморфном продолжении (“). В частности, кватернионный 
аналог теоремы Хартогса позволяет получить в качестве следствия сле­
дующее утверждение о голоморфном продолжении в С4.

Предложение 6. Пусть и D"<=<=С2й,Ю! — ограниченные
области с кусочно-гладкими границами dD' и dD" и точка (zt°, иц0) ^D', 
и пусть U (zf, 10°) <^D'— некоторая окрестность точки

Тогда любая функция f(zl,wl,z2,w:t), 1) голоморфная в области 
U(z,0, w^XD" и непрерывная по z2, iv2 в D" при любых (,zl,wl')^ 
^U{zi, w^), 2) голоморфная в D' и непрерывная в D' по z15 Wi для лю­
бых (z2, w2)^dD", 3) непрерывная на dD'XdD", голоморфно продолжает­
ся в область D'XD".

В предложении 6 комплексные размерности областей D' и D", равные 
двум, отличаются от размерностей соответствующих областей в обычной 
теореме Хартогса.

При описании естественных областей определения (р, q) -гиперголо­
морфных функций удается установить аналог теоремы Картана — Тул- 
лена об одновременном продолжении (12) и таким образом получить тео­
рему Бенке —Штейна (см. (“), стр. 370) для (р, q) -гиперголоморфных 
функций. Кроме того для (р, р)-гиперголоморфных функций спра­
ведлив следующий аналог принципа непрерывности Бремермана (13).

Предложение 7. Пусть Sa и Та (а=1, 2,...,)— последовательно­
сти множеств, для которых имеет место принцип максимума модуля для 
функций, (р, q)-гиперголоморфных в области D<^Qp,q , 8аР\Та=ф, 5tlU7’ctc:cz 
с=е:£), lim Sa=S ограничено, lim Ta=T<^=D.

a-*oo a-»-oo

Тогда любая функция f, (p, q)-гиперголоморфная в D, (p, q)-гиперго­
ломорфно продолжается в некоторую окрестность S.

Автор выражает глубокую благодарность проф. Б. В. Шабату и 
Р. X. Кристалинскому за внимание к работе и ценные замечания.

Смоленский государственный педагогический институт Поступило
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