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1. Многие задачи автоматического управления приводят к решению 
уравнений вида

Au= J Д(£, т) w(t)cZt=/(Z), (1)
О

где классом допустимых решений является класс обобщенных функций 
вида

* 
u(i) = ^Ci6(i)+(p(l), c,=const 

•=о

(6(i) — производные г-го порядка от функций Дирака, cp(Z) — гладкая 
функция) (*).

Обозначим через W2 пространство интегрируемых с квадратом функ­
ций, через W2~‘ — негативное пространство, сопряженное пространству 
Соболева W2~l, Z>0. Из теорем вложения для одной независимой перемен­
ной следует, что при Z>!/2 определены и входят в W2~l функции Дирака 
и ее производные до (Z—1)-го порядка включительно.

В работе (2) предложен метод регуляризации некорректных задач 
вида (1) в случае, когда zz(Z) из пространства с позитивной нормой. Если 
решение u(t) содержит в качестве слагаемых 6-функции Дирака и их 
производные, то вопрос о регуляризации уравнения (1) рассматривался 
в работе (3), где доказывается существование обобщенного решения урав­
нения A'Au=A*f, а приближение в метрике ||u|| = (Au, Аи) = (А*Аи, и) 
(скобки означают скалярное произведение в W2°) рассматривается как 
регуляризация задачи.

В настоящей заметке на основании использования изометрических 
операторов (4) рассматривается регуляризация задачи Au—f, где / — за­
данный, а и — искомый элементы, А — вполне непрерывный оператор из 
W2~‘ в W2°.

2. Рассмотрим интегральный оператор (1), который является вполне 
непрерывным из W2~‘ в W2°, если

г • 
J ||Я(г,т)||£>2<Й<°°.
о

Далее для определенности 1=1. Предположим, что существует решение й 
уравнения (1) «еЖс1 и оно определено однозначно заданием совокуп­
ности точных исходных данных {А, /}.

Построим алгоритм для нахождения приближенного решения зада­
чи (1), допускающий численную реализацию. По (4) вводим изометри-
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(2)
ческие взаимно обратные операторы А и Д-1, полагая

Дп=—d2u/dtz+u, du/dt | t=.a=du/dt\ (=т=0,
а Д ‘ — интегральный оператор с ядром G — функцией Грина выраже­
ния (2):

<?(г,т) = (3)

Оператор Д переводит все РИ2‘ на Ж2~‘, оператор Д-1 переводит IV 2 1 
на ГК2‘, причем

(и, v) W2->= (Д_1и, v)0—(u, Др)0=(Д ‘и, Д lv)w2<,
(4)

(Ф, ф)Тг1-=(Дф, Ф)о=(ф, Дф)о=(Дф, Дф)^-,
где и, v^W2~i; ф, феРКг-1; (и, ф)0— билинейная форма, совпадающая при 
ijeJF,’ со скалярным произведением в W2°, скобки (•, •)*•-■, (•, 
означают скалярное произведение в соответствующих пространствах.

3. Рассмотрим по Тихонову сглаживающий параметрический функ­
ционал

т т

Л/“(гг) = ||4и—/||^»2+а J J G(t, т) (u(t)—u0(t)) (u(r)—iio(T:))dtdT,
О о

где u^W2~1, и0 — произвольный фиксированный элемент из Wa *, a>0 — 
параметр. Уравнением Эйлера для этого функционала является

Л*-4и“+аД-1иа=Л7+аД-1По. (6)
Но рассмотрение далее по (2) не приводит к получению уравнения 

Фредгольма второго рода. Поэтому поступим следующим образом. Обра­
зуем для произвольного z^W2~i и выражения (6) билинейную форму

(А'Аиа, г)0+а(Д_*п'1, z)0=(A*f, г)0+а(Д_‘щ>, г)0. (7)
Используя (4), для первого слагаемого из левой части (7) получаем 

(А*Аи, z)0=(u, A*Az)о=(Д-1 и, ДЛ*Аг)0=((ДА’А)’Д~‘и, z)0.
С учетом полученного и обозначая Д_1п“=па, перепишем (7) в форме

((ДЛ’А)*р“, z)o+a(y“, z)o=C47, z0)+a(A_1u0, z)0, 
откуда

(ДЛ,Л)*р“+аг;а=А7+аД-1По (8)
в смысле W2l. Оператор (ДЛ*А)‘ является вполне непрерывным из W2l 
в W2*. Действительно, вполне непрерывный оператор А действует из И7-1 
в W2°, А' - из W2° в W2l, А*А - из W2~l в Ж2‘, ЛА'А - из W2~' в W2~l. 
Оператор ДАМ вполне непрерывен, так как Д — ограниченный оператор 
из И7‘ в ГИ2-1, откуда и следует вполне непрерывность оператора (ДА’А)*. 
Поэтому (8) является уравнением Фредгольма второго рода для каждо­
го а.

Из (7) непосредственно следует, что однородное уравнение, соответст­
вующее уравнению (8), имеет лишь тривиальное решение. Следователь­
но, существует единственная функция иа, доставляющая минимум функ­
ционалу (5). Последовательность {г>“} определяет {п“} по формуле иа= 
=Дра и имеет место

lim||p“—Д_‘й||„2-,=1ш1||па—u||W1'1=0, а->-0.
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Таким образом, справедлива
Теорема 1. Нахождение минимизирующей последовательности {&“}„ 

а>0, а->0 для параметрического функционала (5) сводится к нахожде­
нию решений {va}, а>0, а->0, параметрического семейства уравнений 
Фредгольма второго рода

т d2
J T)+7?*(*, т) ра(т)йт+оша=
О

= Jt?(£, т)/(т)йт +J G{t, xju^x'jdx,
о о

(9>

где R*{t, т)= $7?(f, s)2?(t, s)ds, G — определено в (3). Это уравнение для О
любого фиксированного а>0 и любого f^W2° имеет единственное решение 
раЕрГ21, причем, если взять последовательность гладких приближенных 
решений {р„“}, а>0, а~>0, п^>-°° {например, vna дважды непрерывно диф­
ференцируемы), уравнения (9), то una=Avna образует минимизирующую 
последовательность для параметрического функционала (5).

То обстоятельство, что приближенные решения vna дважды непрерыв­
но дифференцируемы, упрощает задачу нахождения последовательности 
и„“=Ап„“, которая и является регуляризированным семейством прибли­
женных решений задачи (1).

Аналогично находится регуляризация задачи (1) при приближенных 
исходных данных.

В общем случае, когда решение и уравнения (1) принадлежит про­
странству W2~! {А — вполне непрерывный оператор, не обязательно инте­
гральный), схема рассуждений остается прежней, если в качестве А ис­
пользовать изометрический оператор, переводящий все W2 на W2_I, а в ка­
честве А-1 — оператор, переводящий все W2~' на IlV; тогда имеет место

Теорема 2. Пусть Au=f, где и — искомая, f — заданная функции, 
определенные в некоторой ограниченной п-мерной области, А — вполне 
непрерывный оператор из W2~l в ТУ2г; тогда нахождение минимизирую­
щей последовательности для параметрического функционала

Л/“(н)Н14и-/||Д»+а||а-Во1|Д->, (10)

где и0 — произвольный фиксированный элемент из Ш2_!, эквивалентно на­
хождению решений va, а>0, а->0, параметрического семейства уравне­
ний

{AA'A),va+ava=A,f+a\~lu0, (И)
где (АА‘А)* — вполне непрерывный оператор из W2l в W2‘.

Уравнение (11) для любого фиксированного а>0 и любого f^W2 име­
ет единственное решение va^W2', причем, если взять последовательность 
гладких приближенных решений {рп“},.а>0, а->0, {например,
vna^W21), уравнения (11), то ипа—\ипа образует минимизирующую по­
следовательность для параметрического функционала (10).
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20 И 1973
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