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В этой заметке находятся условия квазистепенной базисности в прост-
00

ранстве Аг, 0<г<°°, системы функций {z"/„(^nz)}, где /„(z) = 2 a^zk^ARn, 
п—0

а {[!„} — некоторая последовательность комплексных чисел, причем 
r0=inf (7?„/| ) >0. Очевидно, рассматриваемая система может быть квази- 
степенным базисом лишь в тех Аг, для которых г^г0. Для дальнейшего нам 
понадобится следующая

Лемма (*).  Пусть оператор L отображает некоторое пространство Ал 
в себя и его матрица [„]ГД=о удовлетворяет условиям:

1) lk.k=l, k^O, a lk, „=0 при k<n-,
2) для всякого р, р<й,

со

lim V l^,nlpft_n<l. (1)
Л=п+1

Тогда L является изоморфизмом Ап на себя.
Найдем условия, при которых оператор Т, определяемый соотноше­

ниями
оо

7z"=z"/n(p„z)= и=0,1,...,
fe=n

может быть расширен до изоморфизма некоторого пространства А? на Аг. 
Матрица [tk, эт]^п=о оператора Т в степенном базисе {zn} имеет вид

О, к<п,
, к>п.

Будем предполагать, что выполняются следующие условия (см. (2)): 

ао(п>У=О, n=0,1,..., lim ко"’ l1/n=Z^=O. (2)
П->ОО

Представим оператор Т в виде T=T2Ti, где Д и Д имеют соответст­
венно матрицы

J 0, к<п, (2)_ J 0, №п,
tk,n---- ] г I”) ; (*) 1о£~« 7 __ K,n 1 (П)I [Щ-п/По I а0 , к=п.

В силу (2) Т2 является изоморфизмом АТ на Ar, r=lr. Поэтому, чтобы Т 
был изоморфизмом Аг на Аг, необходимо и достаточно, чтобы 7\ был изо­
морфизмом пространства Аг на себя. В этом случае условие (1) для опера­
тора Т,принимает вид

оо

lim V (кГ’ |/ko* +n> I) (I{Мр)*<1
7i~> 00

А=1

для всякого р, р<г.
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Рассмотрим теперь функции

Ф„ (о) = У, (|аГ> |/|аГ"х|) 1кок, n=0,1,...

Легко проверить, что фп(о)еЛл„. Кроме того, для каждой функции срп(о) 
на (0, Rn) имеем, очевидно, <р„(0)=0, ф„(о) неубывающая и выпукла вниз. 
Будем рассматривать также фп(Дп)— Иш фп(о) и уравнения ф„(о)=1 на 

а-»л„-0
интервале (О, Я„), ге>0. В случае ф„(Яп)>1 уравнение ф„(о)=1 имеет на 
(О, Rn) единственное решение, обозначим его через о„. Если же ф„(Д„)^1, 
то уравнение ф„(о)=1 на (0, Rn) решения не имеет, в этом случае пола­
гаем <Jn=Rn.

Будем предполагать еще, что rt= lim (art/| £п| )>0, и докажем, что при 
П->оо

сделанных предположениях оператор является изоморфизмом каждого 
пространства А~ на себя при r^i-min{r0, rj.

Если min{r0, ri}=r0<rl, то в этом случае для всякого p<lr0 и для п>п0 
(п0 такое, что а„/\ [}„| >г0 при п^п0) имеем

00

У [к‘п>|/1аГп,1](1Мр)ь=Фп
A=J \ 1г0 / lrQ lra
k=l

Следовательно,
00

Ito У [|af)l/laj* +n)l](lp„lp)s<l

* Равенство ow(ge)=/?N невозможно, так как в противном случае было бы

n-t- 00
k=i

и остается лишь воспользоваться леммой.
Пусть теперь min{r0, т(}=Г1<Го. В этом случае для каждого 0<gd рас­

смотрим уравнения ф„(о)=д' на (0, Rn). Если уравнение ф„(ц)=д имеет 
на (0, Rn) решение, то обозначим его через on(q). В противном случае мы 
снова полагаем on(q)=R„.

Введем в рассмотрение функцию fi(g) — lim (on(?)/| В этих обо-
П->оо

значениях ri=ri(l). Функция r^q), очевидно, является неубывающей на 
(О, 1] и поэтому существует lim г,(д). Покажем, что lim rl(q)=ri. Дока- 

д->1—0 — О
зательство проведем для Г1<+<» (в случае ri=+°° оно аналогично). С этой 
целью достаточно проверить, что для произвольного е, 0<е<г1/2, сущест­
вуют такие qe<i и п0, что оп(д,е)/| рп| 2е, п^п0. Положим qe= 
= (п—2e)/(rt—е) и покажем, что в качестве щ можно взять такое (его су­
ществование очевидно), чтобы о„(1)/| р„| >Г1~е при всех п^т0. Действи­
тельно, если это не так, т. е. существует такое N^n0, что ол (дг)/| Р» | <п~2е, 
то, очевидно, *

а полученные неравенства приводят к противоречию. Следовательно, 

П(qe) = lim [о„(ge)11 | ] >r,-2e
П->оо

и, тем самым, lim r4(g) =п, что и требовалось показать.q—>1—О
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Берем теперь произвольное p<lrt. Для него находим такое <7о<1, чтобы 
П (gP) = lim (о„ (gP) /1 р„|) >p/Z.

П—*-oo

Пусть, далее, n, таково, что on(qf)/| ₽n| ^p/l для всех n^Hi или же 
|^„|p/Z^o„(gp). Тогда

п^п

и поэтому

11111 £ 4iMp)'^gp<1-
“ '“о 1

Таким образом, доказана 
Теорема 1. Пусть

СК1 
i^Y-=^^'zh^ARn, n=0,1,...,

Й=1

причем а^ =^0, R=0, 1,.lim |а^п) |1/n=Z, а {|3П} — некоторая после-
П-*оо

дователъностъ комплексных чисел. Пусть, далее, через оп обозначено реше­
ние на (0, Rn) уравнения

£
Й=1

если оно существует, и G„=Rn в противном случае. Если, кроме того,

min {inf (7?п/1 |), lim (о„/1 |)} >0,
П->оо

то система функций {znfn(finz}} образует квазистепенной базис в каждом 
А г, где

r<min {inf (R„l | £„ |), lim (о„/1 [}„|)}.
п-*оо

Пример. Как известно (3), система {1, zn](1— zn)} полна в At. Для нее 
Оо=+°°, а о„=2_1/", п>1. Следовательно, min{1, lim 2~1/n} =1 и данная

П->оо

система образует также квазистепенной базис в каждом Аг с r^Cl.
Если в процессе доказательства теоремы 1 диагональный изоморфизм Т2 

выделить в соответствующем представлении оператора Т не слева, а спра­
ва, то, проведя аналогичные предыдущим рассуждения, мы убеждаемся в 
том, что верна

Теорема 2. Пусть

f, n=0,1,...,
й—0

причем Ло ^0, ге=0, 1,. .., и lim | яо 41/n=Z, а {^„} — некоторая после- 
П->00

дователъностъ комплексных чисел. Пусть о„ — решение соответствующего 

уравнения £ (|a(fen) |/|4п)|)о'“=1 на (0, 7?„), если оно существует, и 
k=i

С1=Еп в противном случае. Если, кроме того,

min{inf (Z?n/| pn|), lim (о„/| )}>0, 
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то система функций {zn/„(^nz)} образует квазистепенной базис в каждом 
Аг, где

r^min (inf К” , lim °n 1.
I IP„I n-OolPnU

Замечание 1. Из теоремы 1 и 2 видно, что если для системы функ­
ций {/„(z)} выполняются условия 4П) =^0, п=0, 1,... и lim | а(оп) | ',п=1, 

п->оо

то для произвольного R, 0<Ж°°, можно указать такую последовательность 
комплексных чисел {£)„}, что соответствующая система {z"/„(^„z)} будет 
квазистепенным базисом в каждом Ar с r^R.

В том случае, когда а^ =аУ=0, п=0, 1,..., теоремы 1 и 2 дают оди­
наковый результат, так как соответствующие функции <pn(o), n=0, 1,..., 
для них совпадают. В общем же случае эти теоремы дают различные ре­
зультаты.

Рассмотрим систему функций

{/2n (z) =z2" (a+bz); f2^+l=z2n+l (а,+Ь^)},
где аа,^0, и положим б= (| а, | — | а |) (| Ь, | — | Ъ |). Тогда можно проверить, 
что если 6=0, то теоремы 1 и 2 равносильны; если 6<0, то теорема 1 дает 
лучший результат, чем теорема 2; если же 6>0, то, наоборот, теорема 2 
дает лучший результат, чем теорема 1.

Замечание 2. Если известны оценки о'снизу решений уравнений 
<р„(о)=1, т. е. о/^Оп, то теоремы 1 и 2 останутся верными, если в их фор­
мулировках о„ заменить на о/.

Из теоремы 1 и замечания 2 вытекает
Следствие 1. Пусть F(z) — целая функция,

Ж>(0)=0, 5=0,1,..., F(v-’(0)*0,  k=0,1,..., и lim |F<’«’(0) |,/VK=1,oo
(здесь {|is}U{vA} = {n}).

Тогда система {zMs}U (zv*F< v*'  ((3Az)} образует квазистепенной базис в каж­
дом Аг, где (In 2) /lim | |.

А~>оо

Отметим, что при v^pk (р фиксированное натуральное) такая система 
исследовалась ранее на базисность в (4).

С помощью теоремы 2 доказывается
00

Следствие 2. Пусть fi(z)—a(^zh, i=l,.. ., пг,— фиксированные 
л=о

функции из Ar, причем Д(0) =£0,
Тогда система {гпф„(г)}, где каждая функция ф„(г) совпадает с одной 

из fi(z), 1=1,..., m, образует квазистепенной базис в каждом из Аг 
с r^min{ot,..., о,„}; здесь о< — решение уравнения

сю

J1, (laf1 l/laP l) <j*=l
fe=l

на (0, /?), если оно существует, и Oi=R в противном случае.
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