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О ПОЛНОТЕ В АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ СИСТЕМ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

В данной заметке исследуется вопрос о полноте в некоторых специаль­
ных областях системы бесселевых функций {7v„(z)}, где {v„} — произволь­
ная последовательность, вообще говоря, комплексных чисел.

Известно, что функция 7» (г) при любом v (действительном или комп­
лексном) является решением уравнения Бесселя с индексом v (см. (*)):

(5—v2Z) ф (z) ^z! —? + z —+ (z2—v2) ф (z) =0, (1)
az“ dz

где I — единичный оператор, B=z2 d2ldz2+z dldz+z2I — оператор Бесселя. 
Кроме того, функция 7v(z) определена и регулярна в комплексной плоско­
сти z с разрезом вдоль действительной отрицательной полуоси и может 
быть представлена с помощью ряда

л=о

Далее, известно (см. (*)), что последовательность {7v(z)} цилиндри­
ческих функций с целыми неотрицательными индексами v образует базис 
(и следовательно, полна) в каждом пространстве AR, 0<2?<+<», однознач­
ных аналитических в круге | z | <7? функций. Остается исследовать вопрос 
о полноте системы (7v„(z)} в случае, когда fv„} — произвольная последо­
вательность комплексных (или действительных) чисел.

Заметим, что с помощью замены независимой переменной z по форму­
ле z=exp w уравнение (1) преобразуется в следующее уравнение:

(77—v27) ф (н>) ^d2ty/dw2+ (exp (2ip) —v2) ф (w) =0,

где ip(zp) =ф( exp w), B=d2/dw2+e2w и 7 —единичный оператор.
Обозначим через DR область в плоскости z, являющуюся образом круга 

| w | <7?<л при отображении z=exp ip, а через A (DR) — пространство ана­
литических в ней функций.

Пусть T1/(z)=/(expi₽)=g(iP), где /(z) — любая функция пространства 
A (Dr). Оператор Тс A (Da)-+AR, взаимно однозначно и непрерывно ото­
бражающий пространство A(DB) на Ап, удовлетворяет равенству

Т1В=БТ1 (3)

и сохраняет начальные условия (в соответствующих точках ip=0 и z=l): 
Z>wftT1/(z) | t-=0=/(ft) (1), А=0,1, для каждой функции f(z) из пространства 
A (Dr) . Так как коэффициенты оператора В являются целыми функциями, 
то этот оператор линейно эквивалентен (см. (4,5)) оператору Dw2 двукрат­
ного дифференцирования в каждом пространстве Ав, 0<7?<°°. В частности, 
и при 0<7?<я существует изоморфизм Т2: AR++AR пространства Ав, удов­
летворяющий равенству

T2S=DW2T2, (4)

при этом оператор Тг также сохраняет начальные условия
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Tzg(w) ju.=o=g(O), (T2g(w) )w/|M=o=g/(O) для любой функции
g^An.

Лемма. Существует взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
отображение То пространства А (7)л) на пространство AR, удовлетворяющее 
равенству. ТJj=I)JTa и сохраняющее начальные условия T„f(z) |tt=0=y(l) 
(TV(z) )’ш|™=о=/'(1) для любой функции f&A (Z)R).

Для доказательства леммы достаточно положить Т0=Т2Т!. Действитель­
но, из равенств (3) и (4) получаем Т2ТiB=Tj3Tt^DJTiTi. Кроме этого, 
Tj(z) |»=o=712(7,i/(z)) |w=o=T2g(u;) |w_o=g(O)=/(l), а также
(^/(z)) 1 M=o= (T2g(w)) /1 w=o=g'(O) =f (1).

С помощью отображения Ta собственные функции Jv(z) оператора В, 
которые соответствуют собственным значениям v2, преобразуются в собст­
венные функции exp (viz;) оператора Dw2, принадлежащие тем же собст­
венным значениям. Рассмотрим последовательность комплексных чисел 
{v„} и функцию h (w)= exp w, принадлежащую классу целых функций 
[—1,1]. Заметим, что max | exp w | =ехр г.

Iwl=r

В дальнейшем нам понадобится следующая теорема И. И. Ибрагимова 
(С); см. также (5)i стр. 421): Пусть M(F; г) есть максимум модуля целой 

функции F(z) = £ Chzh, Ck=^0 в круге | z | <г. Система функций {F(a*z)} 
л=о

полна в круге | z | <7?, если имеет место неравенство 

lnM(F;7?r/0)<C(0)n(r), <7(0) <1п (1/0), О<0<1, 

где ге(г) — функция плотности последовательности {аА}-
Применим эту теорему к системе функций {h(ynw) =ехр(упш)}. Так 

как свойства полноты системы функций сохраняются при изоморфизмах 
пространств, то на основании этого получается следующая

Теорема 1. Пусть п(г) есть функция плотности последовательности 
комплексных чисел {v„}.

Тогда система функций Бесселя {7v„(z)} полна в пространстве A(DR) 
------ и (г)

л, lim-------
г-® er

Из этого утверждения вытекают следствия 1,2.
Следствие 1. Пусть {v.J — последовательность различных комплекс­

ных чисел и . ■'

------ In п ----- п 
p = lim—-—v = lim----- -.

n->oo InlVnl n->oc VrJ

Тогда система функций Бесселя {Цп(г\} полна в пространстве A(DR')': 
а) при 7?<л для ц>1, б) при 7?<min(n, v/2) для ц=1. Если ц<1, то си­
стема функций {jv„(z)} пе является полной ни в одном из пространств 
А (7)к), где R^n.

В самом деле, полагая г=и1/'1 и учитывая, что max 0 In I — 
o<e<i L \ 0

находим Rnl,'l<n/е. Это неравенство, очевидно, удовлетворяется при лю­
бом конечном 2?, если ц>1, и не удовлетворяется, если р,<1, т. е. 7?=Сл, 
в первом случае и 77=0 во втором. Далее, имея в виду, что | vn | > (n/v)1/₽ 
и полагая r=n/v, находим 7?<min (7?, v/e).

Следствие 2. Пусть {v„} — последовательность комплексных чисел, 
расположенных в угле раствора 2а, (Ха^'/гЛ, с вершиной в начале коор­
динат, и P=lim (п/1 vn |).
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Тогда система функций {RAz)} полна в каждом пространстве A(DR) с 
Z?<nmin{l, Pcosa}.

Если воспользоваться теоремой 20 из (’) о полноте системы {exp(v„ia)} 
в горизонтальных полосах, то получится

Теорема 2. Пусть {у„} — последовательность точек правой полуплос-

Тогда система функций {Jполна в каждом пространстве A(DR) с 
R<n min(l, d).

Замечание. Область DR плоскости z, z=x+iy, ограничена кривой 
z=e“(cos v+i sin v), | w j2=u2+v2=R2, симметричной относительно оси
абсцисс, и пересекает ее в точках е=л и eR, R^n. Можно проверить, что 
круг KR={z-. |z—ch/?|<sh7?}, 0<й<л, содержится в области DR. На ос­
новании этого из предыдущих утверждений получаются условия полноты 
системы {/»„(£)} в круговых областях.

Следствие 3. Пусть {v„}, ц и v — такие же, как и в следствии 1.
Тогда система функций {/v„(z)} полна в пространстве A(KR) функций, 

аналитических в круге Кп при-, а) ц>1 для любого R^n, и б) ц=1 для 
любого /?<1шп{л, v/e}.

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 2 система функций 
(7v„(z)} полна в каждом пространстве A(KR) с 7?<лmin{l, ^cosce}.

Следствие 5. Если выполняются условия теоремы 2, то система 
функций {Д, (z)} полна в пространстве А(КВ) при любом ЯСлппп {1, d}.

Рассмотрим теперь тот частный случай, когда индекс цилиндрической 
функции Д(г) равен половине нечетного числа: v = (2m+l)/2, m=0, 1,..., 
а соответствующие функции выражаются (см. (*)) в конечном виде через 
алгебраические и тригонометрические функции формулами

sinz

В этом случае ц=у=ф=1; а=0. Поэтому из теоремы 2 и следствия 2 по­
лучается

Следствие 4'. Системы функций {Дшт+о/гСз)} полны в каждом из 
пространств A (DR) uA(Kr) при любом R<n.
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