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МАТЕМАТИКА

А. А. БОГУШ, академик АН БССР Ф. И. ФЕДОРОВ, А. М. ФЕДОРОВЫХ

О КОНЕЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ГРУППЫ 80 (п, R)
И ЕЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

Будем называть антисимметричную вещественную матрицу А—А*——А 
простой (кратно простой), если она удовлетворяет соотношению

A(A2-V)=0, 2^0. (1)

Подчеркнем, что это соотношение не обязательно является минимальным 
уравнением матрицы А. Условию (1) удовлетворяет любая матрица А= 
=А*=—А, имеющая единственную пару отличных от нуля собственных 
значений ±Л, простых или кратных. Если ±Х — простые собственные зна­
чения, то Z2=Sp (А2)/2 и матрица А является простой (*).

В общем случае из (1) следует

Sp(A2)=2pV, p=lSp (42)]2/2Sp (А4), (2)

где р — кратность собственных значений ±Х. При этом матрица А (1) 
будет р-кратно простой. Для матриц А=А*=—А четного порядна возмож­
но минимальное уравнение вида А2=Х2, но в этом случае уравнение (1) 
также справедливо.

Значение простых (кратно простых) матриц А обусловлено тем, что 
ортогональное преобразование 0(A) группы SO(n,R), для которого А (1) 
является матрицей параметров, имеет при любом п универсальную про­
стую форму (*).

0-0-'-0(А)-МА^1+2—, А------++-—А. (3)
1—A 1-Х2 2+0+0 К ’

В соответствии со свойством (1) матрицы А будем называть определяе­
мое ею ортогональное преобразование 0(A) простым (кратно простым). 
Покажем, что любое преобразование O^SO(n, R) может быть представлено 
в виде произведения коммутирующих между собой кратно простых пре­
образований.

Всякая (геХп)-матрица А=А*=—А удовлетворяет уравнению 
(А2)' (А2-V) (A2-V)... (A2-V) • • ■ (А2-V) =0, [

0-0

n 1
9 , (4) 

где r=0, если у матрицы А нет нулевых собственных значений (г=1 
в ином случае), V — все различные собственные значения матрицы А2, 
7=1—г, ... , т; Хо=О. Следуя (2), введем проективные операторы

т

Л;= jj (A2-V)/(V-^
1 = 1 —т

7), (5)

m

Jtj JTtJC j~~“ JTjTCj-“ О, Ъ J у л,=1, А2Л;=Х,-2;■J Л» (6)
j=l-r

и с их помощью определим матрицу Ар

Aj=niA=Anj=—A Ао=О, Ajn}=njAi=Aj, (7)
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(7)AjA=AAj=Aj2, AiAj=O, i±j, A = ^Ajt Л/=Х/Ль 

5=1

Таким образом, всякая матрица А=А*=—А может быть представле­
на в виде суммы взаимно ортогональных (в смысле ЛгЛ3=0) кратно про­
стых матриц. Из (6), (7), (3) следует

т т

О(Л) = (1+Л)/(1-Л) = Д (1+Л)/(1-^)==1рь
3=1 з=1

(8)
о,=о(л3) =1+2(л+Л2)/(1-^2) ОА=ОЛ-

Согласно общему определению представления Т’(Л) группы SO(п, Я), 
.из соответствия О (Л) -►7’(Л), О (А') -*-Т(А') следует О (Л) О (Л7)-* 
->7’(Л)7’(Л/) для любых Л, А'. Поэтому (см. (8)) каждое преобразование 
Т’(Л) можно написать в форме

ТП
Т(Л) = Дп Т’,=7’(Л)), 7\7\=7\7\ (9)

5=1

Термин «кратно простое» естественно распространяется и на преобра­
зование представления Tj=T{Ai). Таким образом, результат (9) формули­
руется в виде утверждения: любое преобразование представления группы 
SO(n,R) выражается в виде произведения тп^ ["] взаимно коммутирую­
щих кратно простых преобразований.

Напомним, что для простых вещественных антисимметричных мат­
риц p=i (см. (1), (2)) и справедливы соотношения (*,3) Л[;р1^г=
=Л[,3ЛАг]=0. Такие Л всегда можно представить в виде

4_ b'a~a b (.а-Ь)ц=а(Ь1, а2=Ь2=а^,
a2+ab ’ а,ЬеГ(п,Я), i,j,k,l—1,2,... ,п.

Соответствующие ортогональные матрицы О (Л) (3) имеют вид (*)
О=О(Л)=О[&, а]=1—[ (а+&) • (а+Ь) ]/(a2+ab)+2(a-b)/а2,

(И) 
O[b,a]a=b, Л = (О—(7)/(4—n+Sp О).

Всякую р-кратно простую матрицу Л (1), (2) можно представить в 
виде суммы р простых матриц

р

Л- £в„
г=1

(12)

с помощью следующих рекуррентных соотношений:

ai=C'ici, Ъ,=С2с{, C^Ci-t-Bj-^A- Я,,
5=1

С,=Л, С.3=ГС(=[8р (С2)С]/2(р-1+1), i=l, 2,...,р,
(13)

где сг, j=l, 2,..., р,—произвольные n-мерные векторы, для которых 
CiCi=^0. При этом по построению

Л2а<=%2а4, A2bi=k2bi, а{Ь;=О, Сщк=0, Cibh=O, k^i—1,
(14)

Я;Я3=0, i^j, i, j, k=l, 2,..., p.
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Благодаря соотношению (12) из разложений (8) и (9) матриц 0(4) 
и операторов Т (4) на кратно простые сразу получается разложение вся­
кого конечного преобразования 0(4) группы SO(n, R) и произвольного ее 
представления 71(4) на взаимно коммутирующие простые преобразования. 
Эти результаты дают конкретную реализацию известных положений 
о том, что всякая антисимметричная (гаХп)-матрица (бивектор) может 
быть разложена на простые (3), а всякое преобразование O^SO (и, R) 
представляет собой произведение некоторого числа =Сп/2 простых враще­
ний, двумерные плоскости которых взаимно ортогональны (4).

Используя известную методику (см., например, (5,6)), легко показать, 
что простому (кратно простому) преобразованию 0=0 (А) будет соответ­
ствовать оператор представления

7’=77(4) =ехр {(24 arctg ZX)/ZX}, (15)
где

4=1/240Zi^1/24,/W, (16)

Г1 и J'3, I, /=1, 2,..., п, — инфинитезимальные операторы группы SO (п, R) 
и рассматриваемого ее представления, которые мы в дальнейшем будем 
считать известными (5).

Учтем теперь, что для каждой простой (но не кратно простой) матри­
цы параметров 4 (10) всегда существует преобразование 0=0 (4t), при­
надлежащее группе SO(n,R), которое преобразует базис пространства 
V(п, R) таким образом, что

<?(41)40-1(41)=4'=iU4 (17)

Аналогично в пространстве представлений будем иметь

7’(41)47’_1(4i)=4'=iVii. (18)

Отсюда следует, что операторы 4 и ZAJ4 будут удовлетворять одному и 
тому же минимальному уравнению. Используя известные соотношения (5), 
получим это уравнение в виде

O(n')(4)=4s[42-Vre12][42-V(ra1-1)2] ... [42-V((l+s)/2)2]=0, (19) 

где s=l (s=0) при Th целом (полуцелом). Здесь учтено, что инфинитези­
мальный оператор представления (например, J21) группы SO(n,R), опре­
деляемого числами

Th, п2,..., nh+l, п=2к+2,
Th, п2,. .. ,nh, n=2k+i,

имеет следующий набор собственных значений (5):

TThi = — Th, —(«!—1),..., Th — 1, Th.

Обратимся теперь к выражениям для операторов конечных преобразо­
ваний приводимого представления группы 50(3, R) (6), полученным на 
основе векторной параметризации (7). Легко видеть, что приведенные 
выше соотношения (15) и (19) получаются из соответствующих соотноше­
ний для группы SO (3, R) (")

Z(c)=exp {(2carctg |с|)/(|с|)}, (20)

2(I> (с) =c“[c2+c2Z2] [c2+c2(Z—I)2] ... [c2+c2((l+s)/2)2]=0 (21)

в результате замены
с2=± —Х2=—V2Sp(42), c=f*4, l^n,; (22)

здесь e=caJa, a=l,2, 3; c — трехмерный вектор-параметр группы 50(3,7?), 
Ja — инфинитезимальные операторы приводимого представления этой груп­
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пы, составленного из ее неприводимых представлении только с целыми 
(либо только с полуцелыми) весами, наибольший из которых определяет­
ся числом l=lli (6).

Поэтому по аналогии с формулой
7’1(с)=Р,(^)/(1+с2)', (23)

полученной в (6) для группы SO(n, FT), можно сразу написать следующее 
выражение для оператора Т(А) (15) произвольного неприводимого пред­
ставления группы SO(n,R), отвечающего простому вращению О=О(А'):

ТП1(Л)=РП1(Л)/(1-%2)% (24)

где Р„,(Л) —полином степени 2nt относительно оператора Л, коэффи­
циенты которого с учетом замены (22) могут быть взяты из (6).

Применяя описанный подход к построению операторов преобразований 
представления группы 50(6,7?) в четырехмерном спинорном пространст­
ве (П1=1/2), найдем

Т(Л) = Т(Л0)=± J[{(l+2ie)/(l-V)'/,}=w+IT5=OU), С7+=1?-‘,
а=1 а=1

(25)
откуда следует

Л=—Л=1т Ж/Re щ; (26)

здесь использованы обозначения

u>=±[l+‘/eiSp (ЛМ)]/(|1-Лр), Ж=±(ёЛ->)/(|1-ЛР),

Л/0=‘/8едатпЛмЛтп, 11-41 = JJ(l-V), (27)
а=1

WS=Wi)Sij, i,j,k,l,m,n=i,2,... ,6,

где Si,=—iJ” — известные (см., например, (8)) элементы базиса алгебры 
/ 1

Дирака (5„»=—(ы»_Ыи),

S6h=‘/2Yh, 565=*/2у5, S5H=-^-f5b; H,v=l,2,3,4^.

Соотношения (25), (27) дают общие выражения для конечных преоб­
разований группы S77(4), играющей роль универсальной накрывающей 
группы для 50(6,7?), через (бХб)-матрицы параметров Л=Л*=—Л.

Заметим, что использование простых (кратно простых) преобразований 
в теории высших ортогональных групп в известной мере аналогично ис­
пользованию эффективной векторной параметризации в теории групп 
50(3), 50(4), 50(3,1), 50(4,0) С,’"11).

Поступило 
4 X 1973
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