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1. В статье решается задача определения скорости распространения 
сейсмической волны по годографу от поверхностного источника в предпо­
ложении, что скорость больше некоторой априори заданной функции. Счи­
тается, что Земля сферически симметрична и скорость зависит только от 
расстояния до центра.

Ранее в работах (f, 2) при решении этой задачи предполагалось и су­
щественно использовалось, что скорость в волноводах может принимать 
сколь угодно малые значения. Это допущение, по-видимому, физически 
неправдоподобно. Введенное нами ограничение скорости сужает множест­
во решений обратной задачи геометрической сейсмики, не изменяя его 
структуры.

2.1. Обратная задача сводится к определению функции и (у) из систе­
мы уравнений

tzz У<г' ри(у') dy Y(>> dy
ВД = f N г f -ТТ7Г >•» (1-/аг(г/)) й J u(y) (l-pW(y))'‘ Pe(0,1], (1)

где K(p)=inf {y; pu(y)>i}.
Решение ищется в классе функций и(у~), определенных при уе[0, «>) 

и удовлетворяющих условиям u(0)=l, и(у) >Ь(у) >0, м(у) непрерывна 
слева, ограничена на каждом конечном интервале, не ограничена на всей 
полуоси, имеет конечное число волноводов (точное определение волноводов 
см. в (*)) и кусочно дважды гладкая вне волноводов. Относительно функ­
ции b(y) предполагается, что она монотонно возрастает, ограничена на 
каждом конечном интервале, не ограничена на всей полуоси, кусочно 
дважды гладкая и Ъ (0) <1.

2.2. Нам потребуются следующие утверждения (см. (*)):
1. если и(у) имеет п волноводов /,= (у<, yi\, i=l, 2,..., п, то функция 

т(р)=Т(р)—рХ(р) монотонно убывает, непрерывна всюду, кроме значе­
ний Pi>p2>...>pn и т(рг-0)—т(рг) =щ>0;

2) У(р) =Ф(р)-гЧг(р), где

Ф (р) = — ( 
л J

X(q) dq 
(q2-pT

T(p)= У, АДр),

4 Др) ==~‘farcts (•—a! ) аУ п₽и
Л V. P' P

г

3.1. Рассмотрим некоторое решение и (у) с волноводами /Ду,-, у,-], 
г=1,..., п. По определению волновода /4 существуют рг, щ, Л,- такие, что 

щ
и(у,)=р{~1, u(y)^pri для ye/,-, s (и-2(у)— p?)'hdy=y fe{=mes {у; и(у) = 

=Р"‘, у^/,} =Ф (р,—0) —Ф (рД.
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Рассмотрим монотонно возрастающие, непрерывные слева функции.

Fi(u')=mes {у; y^jt, и(у)<и}, 0<и^рг1,

p(y) = mes {и; 0<и^рг\ Fi(u)<y}, y^jt.

Функции и (у) и к (у) равноизмеримы на полуинтервале ]\ и из и (у) >= 
>&(у) следует, что к(у)>&(у). Поэтому функция щ(у), равная и (у) при 
y^ji и v (у) при y^jt, также является решением.

3.2 Введем монотонную функцию

1 г
о(у) = — (p-2(0-Pi2)'/!di, Уе[УйУ>]; 

Oi J

o(yi)=0, о(у) = 1, при y^lyt—hi, у<]. Положим w(o) =к(у(о)).
Рассмотрим два решения гг°(у) и гг*(у) волноводами /Д у/, i=l,...,n.
Определения. Будем говорить, что волновод у<° сильнее, чем 

волновод у.1, если п°(у) и и1 (у) таковы, что для функций (о) и 
гр1 (о), построенных по ним, выполнено неравенство 1Р0(о)<гп1(о) для 
os [0,1]. Если zp0(o)^ip1(o), то волноводы /<’ и у,1 называются эквива­
лентными. Будем говорить, что решение м°(у) сильнее, чем 
решение и1 (у), если при любом г, г=1, волновод у? сильнее,
чем у',1.

3.3. Теорема о самом сильном решении. Если существует 
какое-либо решение и(у) системы (1), то существует единственное реше­
ние и* (у), такое, что и*(у)=Ь(у) при у^{у*,у*—ht], 1=1, ...,п. Это ре­
шение и* (у) сильнее, чем и (у) uY'(p)^Y(p).

Опр е д е л ение. Назовем н*(у) са м ы м сильным решением.
4.1. Теорема существования. Для того чтобы система (1) 

имела решение, необходимо и достаточно, чтобы существовало самое силь­
ное решение и*(у).

Замечание. Может случиться, что система (1) имеет лишь единст­
венное решение и* (у).

4.2. Введем функции K*(p)=mf {у; рв*(у)>1}, У6(р)=Ы {у; рЬ(у)> 
>1}.

Теорема неединственности. Для того чтобы существовало ре­
шение и(у), отличающееся от и*(у) при y^yY, необходимо и достаточно? 
чтобы нашлось С>0 такое, что:

1) Y\p)+C<Yb(p) при реДО, рь);
2) для всех i, k<i^n, для которых не существует положительного rf 

такого, что Ь(у) постоянна на интервале (у*, y*—hi+rY), и для i=k выпол­
няются неравенства [y*(p)]z<—Ср(р?—р2)~'1г всюду на (0, pt), где 
[У’(у) ]' конечна-,

Yb(pt)
3) | (6_2(у)—pi2)',!dy>(Ti для^к.

5.1. В этом разделе мы не будем различать решения, которые равноиз­
меримы внутри волноводов и совпадают вне волноводов. Из каждой такой 
совокупности выберем решение, которое монотонно возрастает в каждом 
пз волноводов.

Лемма. Любое решение и (у), которое монотонно возрастает в каж­
дом из своих волноводов, восстанавливается по функциям Y (р) и Fi(u)r 
г=1,..., п.

5.2. Теорема о деформации решения гг(у) в реше­
ние и*[у]. Введем п функций а,(со), г=1,..., п: а<(со) =0 при 
=С(г—1)/гг, а,(®) =ггю—г+1 при (i—lj/n^i&^i/n и аДсо)=1 при г/гг^соС1. 
Положим

Fia(u) = [1—аДсо) ]Fi(ii)+ai(<o)Fi*(u).
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Тогда
АТ (p) = [l-ai(co)]ni(p)+ai(ffl)ni<‘ (р),

^“(р)=^|л1“(р), У“(р)=Ф(р)+Т“(р).

i,Pi>P

Так определенные Y“ (p') и FT (и) задают при каждом ые[О, 1] реше­
ние йДу), причем иТДу) сильнее, чем и“2(у), если coi>ff>2, и и0 (у) =и(у'), 
а* (#) =и* (у).

Следствие. Для любых двух решений иДу) и иДу) существует од­
нопараметрическое семейство функций Тш(р) и FT (и), 1=1,..п, кусоч­

п
Рис. 1. 1-S,2-N(p)„3- У(р), 4 - Ф(р). 5- &(!/). 6-.Ви(1)£г), 

п 2
7 — U(Mi—Li), 8 - множество решений задачи без ограничения 

2 скорости

но-линейно и непрерывно зависящих от параметра и. При каждом 
ще[0, 1] функции Ya(p) uFT(u) определяют решение &Ду) системы (1) 
и u°(z/)=u0(y), иДу)=иДу).

6. Пусть система (1) имеет более одного решения и все решения иДу) 
совпадают при г/е[0, уД]. Определим на плоскости (у, и) множество G, 
каждая точка которого принадлежит графику хотя бы одного решения.

Построим два множества Go и Gi (см. рис. 1) такие, что Go^GczGj. По­
ложим yv(p)=inf {у; puv(y)^l} и введем функции 2V(p)=inf У”(р), V
F(p)=sup У”(р). По теореме 3.3. Л’(р)=У*(р). Введем множества:

V

S — график иДу); 
В={(у, и); u>pk~', N(u~i')<y<V(irv)};

Lt={(y, и); N (pi) <y<V (р.-О)-ht, b(y)<u<pi~1}, i=k,..., n- 
Мг={(у, и); П(р^<у^У(р—0), b(y)^u<pt~1}, i=k,..., n.
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Если для каждого i, i=k+i,..., п, одновременно не выполняются сле­
дующие три условия: 1) Д=0; 2) &(у)=Д при уе(Д(р<), Е(р—0));
3) [У*(р) ]'<Ср(р2—p2)~'h нарушается при любом G>0 для некоторого- 

ре(0, р,), то Go=5U5U ( (J Д), G1=SUGU( |J Mi). Здесь В означает замы- г=й i=k
кание В.

Если для некоторого г, i>k, условия 1) — 3) выполняются, то утверж­
дение остается справедливым, если Д и Mt заменить на Д' и М{':

L/={(y, и); N(pi)<y<V(pi—Q)—Hi или
N(.pt)+Hi<y<V(р—0), bi<u<pf~i}, Mi'=Li,

где Hi=Gi{bi— р2)~\
Заметим, что М/ несвязно, если 2Я,> V (рг~0) —N (р<).
7.1. Множества Go и G, мы не можем построить алгоритмически, так 

как не умеем находить V (р). Однако с помощью оценки У (р), F (р) Ж (р), 
строится множество G\, Gt^Gj.

7.2. Покажем, что 7 (р) =min (УДр), Уь(р))Ж(р), где 7i(p) =
= inf (Х(д)т(д)/д)’/1.

Действительно,
Х(р) _ У1 dy

Р J (a“2(z/)-p2)‘/s

У(Р) .

т(р)= ' (u-2(y)-p2)W
о

Из неравенства Коши — Буняковского имеем У (р)^ (Х(р) т(р)/р)’Д 
У(р) монотонно убывает, поэтому Y(p)^ inf (X(tq)r(q)/q)'h=Vl(p). Так 

как У(р)^УДр), то 7(р)Ж(р).
7.3. Построим N (р) =У* (р). По т(р) и Ф(р) определим рг, щ, Д,. 

1=1,..., п (см. п.п. 2.2, 3.1). Положим У*(р)=Ф(р) при pe[pb 1] и У*~ 
=У*(р1). Определим u‘(y)=[inf {р; У(р)_<у}]~‘ при OsSysSjn*.

7.4. Правый конец волновода ji=(y*, yi*] определим из условия
51*—hi

Положим и*(у)=Ъ(у) при уе(г/1*, гД—Д] и и’(у)=рг‘ при 
уеЦгД—Д, yi*]- По формулам п. 2.2 У*(р) тогда определится при 
p^lp2, Pi). Далее, положим z/2*=F*(p2) и n*(y) = [inf {р; Y(p)<y}]~1 при 
У1’<У<уЛ

7.5. Повторив рассуждения п. 7.4 п раз, построим и* (у) и N(p) = 
=Y*(p). Заменяя в выражениях, определяющих Gi (см. п. 6) У(р) на 
7 (р), получим эффективно построенное множество G^G.
Институт физики Земли им. О. Ю. Шмидта
Академии наук СССР
Москва
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