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В предлагаемой заметке будет изложен метод, позволяющий с любой 
точностью оценить снизу частоты свободных колебаний некоторых упруго­
линейных систем. Если элементарная масса заданной системы do(x)A- 
+dx(x'), то мы будем считать известными частоты и формы свободных ко­
лебаний двух систем, отличающихся от заданной лишь тем, что их эле­
ментарные массы соответственно равны do(x) и dx(x).

Упруго-линейную систему S назовем более мягкой, чем система 5, в 
случае, если пространство допустимых перемещений системы S содержит 
пространство допустимых перемещений системы S и на совпадающих пе­
ремещениях потенциальная энергия деформации системы S не больше по­
тенциальной энергии деформации системы S.

Можно показать, что при одинаковом распределении масс частоты ко­
лебаний более мягкой системы будут не больше частот колебаний задан­
ной системы. Таким образом, если заданной системе можно поставить в 
соответствие более мягкую, частоты которой известны, то будут оценены 
снизу частоты колебаний заданной системы.

Системам, о которых идет речь в этой работе, всегда можно поставить 
в соответствие более мягкие системы с известными частотами и формами 
свободных колебаний.

Пусть // — пространство допустимых перемещений {и(х)} системы S, 
1(и) — ее потенциальная энергия и da (ж) +dx (а;) — ее элементарная мас­
са. Предполагаются известными квадраты частот {р,}, {<?,} и нормирован­
ные амплитудные функции {р3(ж)}, {zj(x')} систем, у которых пространст­
ва допустимых перемещений и потенциальные энергии те же, что у S, и 
элементарные массы которых соответственно равны do(x) и dx(x') *.

* Нормировка понимается в обычном смысле: /ур dcr=/z.2 <7т=1.

Система Sa, состоящая из двух независимых подсистем с потенциаль­
ными энергиями aZ(u() и (1—a)Z(u2) (пЦж), п2(а:) — независимые функ­
ции из Н, 0=^а<1) и элементарными массами da(x) и dr(ж), будет более 
мягкой, чем S. Это очевидно, поскольку при и, (х) —и2 (ж) потенциальная 
энергия системы равна потенциальной энергии системы S.

Понятно, что квадраты частот системы S будут {ар,} и {(1—а)<р}, а 
нормированные фундаментальные функции равны {у, (х)} и {zi(x)}.

Если расположить частоты в порядке возрастания, то окажется, что 
fc-я частота Xfe(a) системы Sa равна 

ар.-
(1-а)<7>

при
при

(1—а) qk-i^api< (1—а) qh-i+i, 

apk-j^ (1—а) q^apk-i+t,

откуда следует, что
<1/4 ЛТ РФ-i+isup л*  (а) = Мах ——-------

O^a^l Pi' Qk—i+i
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Учитывая предыдущие замечания, отсюда получим, что квадраты час­
тот {vA} системы S подчинены неравенствам

l/vft<Min (l/p(+l/^_i+1). (1)

Полагая /с=1, из (2) найдем, что
l/v^l/p.+l/q,. (2)

Оценка (3) была получена для одной частной задачи Данкерлеем (*),  
а затем обобщена П. Ф. Папковичем (2).

* Если система S несет лишь к, к<°°, сосредоточенных масс, то A,n+i=00 и при 
п=к корни уравнения (3) будут квадратами частот системы S.

Понятно, что эти оценки могут оказаться весьма грубыми и требующи­
ми улучшения. Уточнение может быть сделано в случае, когда известны не 
только частоты более мягкой системы, но и формы ее свободных колебаний.

В нашей работе (3) и одновременно в работе (4) были получены резуль­
таты, опираясь на которые мы доказали, что если и {<р«(х)} — соответ­
ственно расположенные в порядке возрастания квадратуры частоты коле­
бании и нормированные амплитудные функции системы S, dp (х) >0 — 
элементарная масса и юДх) — перемещение системы S от нагрузки интен­
сивности <p,(x)dp(x)/dx, то корни ц /1) полинома

где бц — символ Кронекера, Ktj=^ w^-dp (х), будут оценивать снизу квад­
раты первых п частот колебаний системы S *.

Не приводя доказательства этого утверждения, отметим еще, что с рос­
том п оценки улучшаются и при корни уравнения (3) стремятся к
квадратам частот системы S.

Выберем в качестве системы S систему 5а.
Если при заданном а квадрат (п+1)-й частоты системы Sa равен apk+l, 

то квадраты первых п частот этой системы будут (расположенные в порядке 
возрастания) apt (г=1, 2,..., А), (1—a)qj (/=1, 2,.. ., n—k). Заметив, что 
перемещения системы S от нагрузки с интенсивностями yidc^x) /dx, 
Zjdr{x)/dx соответственно равны рг'г/Дх), дг'гДх), и переставив в урав­
нении (3) строки и колонны, получим, что в этом уравнении для нахожде­
ния требуемых оценок нужно положить

PiPk+i, j^k,

1—а -1
qi-kPh+i, ]>к, 

а

(4)
f^n+i

Pi $iji

Р~-1^
У,-kzjdx=qji^ Уг-kZjdo, i>k, j^k, (5)

— сQj—hOi
31 i,j>k.

Из приведенных ранее результатов следует, что корни (а), &= 
=1, 2, . . . , и, построенного по указанному правилу уравнения будут при 
любом а оценивать снизу квадраты частот колебаний системы S и с ростом 
п оценки будут улучшаться. При п-+°° р,^ (a) ->v*.

Для получения наилучшей оценки (при заданном п) следует заменить 
функции ц*  (а) их наибольшими значениями. Такая оптимизация связана 
с техническими трудностями, но и не проводя ее, можно существенно улуч­
шить оценки (1).
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Так, положив п=2 и ар2=(1—а)<?2, из уравнения (3) найдем
1 < 1 = + g‘+32 +

v, "'дД*  2 L р,р2 д,д.

+ у + -4(1-п)--г г---*  ,
' \ PiP-1 giqi / pipzgiqz J

где a= yiZida J гцг^т, lKa<l. При a^l оценка (6) будет лучше , 
ки (2). Можно привести пример, когда правая часть неравенства (2) 
раза больше правой части неравенства (6). В этом примере pi2) =vt.

Поскольку в теории устойчивости упругих систем задача об определе­
нии критических параметров нагрузки с математической точки зрения 
тождественна задаче об определении 
частот, то предлагаемый метод пригоден 
для оценок снизу критических сил.

Если на систему действуют сжимаю­
щие силы, зависящие от одного пара­
метра, и требуется найти частоты коле­
баний этой системы, либо, если на систе­
му действуют сжимающие силы, завися­
щие от двух параметров, и нужно уста­
новить связь между ними при потере 
устойчивости, то возникает некоторая 
специальная задача.

В терминах теории колебаний она 
формулируется так: пусть dp(x, р, q) = 
=р dc(x)+q dr(x), р, q^O,— элементар­
ная масса системы; требуется устано­
вить такую зависимость между параметрами р и q, чтобы частота с задан­
ным номером была равна единице.

Понятно, что такая зависимость определяется уравнением Д(р, q) = 
=Vk(p, с?)—1=0, где v4(p, q) — к-я частота системы с элементарной массой 
dp(x, р, q). Функции fk(p, 5) =0 можно аппроксимировать, используя пред­
ложенный метод.

Так, заменив в неравенствах (1) Pi и qt соответственно на PiP~' и 
получим, что кривые Д(р, q) =0, р, д^О, к=1, 2,..., будут расположены 
выше соответствующих ломаных, изображенных на рис. 1 сплошными ли­
ниями. Для кривой Д(р, q)=0 этот факт был впервые установлен 
П. Ф. Папковичем.

Если в формулах (4), (5) также произвести указанную замену и найти 
а из условия

(6)

оцен- 
в два

_ apk+i _ (1—а) Qn—h+1 
An+i== = ————— ,

р Q
то, полагая в (3) ц=1, получим уравнение 7?„(р, д)=0, где /?„ — полином 
n-й степени. Ветви этого полинома при р, согласно предыдущему, бу­
дут расположены ниже соответствующих кривых fk(p, q) =0.

Выбирая п достаточно большим, можно добиться сколь угодно плотного 
примыкания к-й ветви полинома к кривой Д(р, д) =0.
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