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1. В (*) изучались конформные и квазиконформные вложения (одно­
листные отображения) одной конечной римановой поверхности (к.р.п.) 
9J в другую к.р.п. 91, и, в частности, были введены множества У^(9?) 
и ГГй(51) в пространствах Тейхмюллера Т (9i) и Т (Л) соответственно, 
которые описывают конечные р.п., допускающие конформные вложения 
в фиксированную к.р.п. 91 (множество Уй(9?)), и конечные р.п., которые 
являются продолжением фиксированной к.р.п. 9? (множество П/зг(91)). 
Мы продолжим изучение этих множеств и получим решение некоторых 
экстремальных задач. В частности, будет решена следующая задача о кон­
формной жесткости подобластей на к.р.п. Пусть 91 и 9Z — конечные р.п. 
и 9?с=91. Требуется найти необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы тождественное вложение 7: 91->91 было единственным конформным 
вложением в классе вложений, гомотопных I. В (3) такие области назы­
ваются конформно жесткими на 91. Заметим, что некоторые достаточные 
условия были найдены в (3) (см. также (4)) ив (5). Кроме того выясняет­
ся, что множество тех к.р.п. из Ищ (Я), для которых имеет смысл рассмат­
ривать конформные вариации данного конформного вложения 1': 9Г->91, 
есть int Уэд (91), a dV^ (9?) состоит из поверхностей, для которых сущест­
вует единственное конформное вложение в 91 в соответствующем классе 
гомотопных вложений.

2. Под конечной р.п. 9? везде в дальнейшем мы будем понимать ориен­
тированную р.п., имеющую конечный род gS=0, конечное число невырож­
денных граничных компонент п^О и конечное число выколотых точек 
{р^ p2,...,pi}, Дополнительно будем предполагать, что 6g+3n+2l— 
—6>0, и такую к.р.п. будем называть к.р.п. типа [g, n, I].

Квадратичный дифференциал ф(г) dz2 на 91 будем называть конечным, 
если: 1) <р регулярен на 9?, 2) точки 1=1, 2,..., Z, либо устранимы, либо 
могут быть полюсами первого порядка дифференциала <р и 3) 1ш(ф(г)Х 
Xdz2) =0 вдоль невырожденных граничных компонент 91. Если вместо 3) 
имеет место 3') ф(г) cZz2^O, то ф называется положительным. Действи­
тельное векторное пространство конечных квадратичных дифференциалов 
на 9J обозначим через 0(91), а конус положительных дифференциалов 
в <2(9Ц — через Q+(91). Тогда dim 0(91) =6g+3re+2Z—6.

Максимальная регулярная кривая на 91, вдоль которой ф(г) cZr>0, на­
зывается траекторией дифференциала ф. Область 9X^=9? называется допу­
стимой по отношению к дифференциалу фе()+(9}), если 9Л получается из 
9? проведением конечного числа разрезов вдоль дуг траекторий дифферен­
циала ф (см. (2)).

Пусть f: 91^91 — квазиконформное вложение. Обозначим через £({/}; 
9?, 91) класс вложений 91 в 91, гомотопных /. Квазиконформное вложение 
j0^E ({/}; 9?, 91) будем называть экстремальным в классе Е ({/}; 91, 91), если 
ТП/ДгСТП/] по всем f'^E({/}; 9?, 91), где K[ j'] обозначает максимальную 
дилатацию квазиконформного отображения

Пусть /: 9?->91 — топологическое вложение. Мы будем называть / нор­
мированным, если для соответствующего гомоморфизма фундаментальных 
групп /«: Л1(9?)->Л1(91) группа im/, имеет не менее двух образующих. 
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Тогда справедлива следующая теорема, уточняющая и дополняющая тео­
ремы 2 и 3 из С) (в (*) вместо «Теорема 4» должно быть «Теорема 3»).

Теорема 1. Пусть Я и 91 — конечные р.п. f: 91-^91 — нормированное 
квазиконформное вложение и в классе E({f}; 91, 91) не существует конформ­
ного вложения.

Тогда в А({/}; 9?, 91) существует единственное экстремальное квази­
конформное вложение f0, которому соответствует дифференциал 

(91) такой, что
1) область 2R=/o(9?) допустима по отношению к я[ое(?+(91),
2) дифференциал Белътрами отображения /0-1 равен

0<А„<1.

Обратно, если вложение f0; SR->-91 удовлетворяет условиям 1) и 2), то 
оно экстремально в классе Е ({/0}; 3?, 9t).

Используя эту теорему и ее доказательство, можно полностью решить 
вопрос о конформной жесткости допустимых областей на к.р.п. 91 относи­
тельно дифференциалов из Q+ (91). Ранее этот вопрос обсуждался в (3) 
(замечания к (3) см. в (4)).

Теорема 2. Если 2R — допустимая область на 91 по отношению 
к ipoe(2+(9l) и тождественное вложение I: 9)1->-91 нормированно, то I — 
единственное конформное вложение в классе Е ({/}; ЗД, 91). Области, допу­
стимые по отношению к дифференциалу i|)oe()+(91), являются либо кон­
формно жесткими, либо представляют собой кольцевую область, соответст­
вующую дифференциалу "фо (см. (2)) с конечным числом разрезов по дугам, 
замкнутых траекторий; их можно сделать конформно жесткими, выколов 
одну точку.

3. Пусть 9? — фиксированная к.р.п. Пара (Э?Л, /'), где 9?->-5?'— квази­
конформный гомеоморфизм, называется отмеченной к.р.п. На множестве 
отмеченных конечных р.п. вводится отношение эквивалентности: (91',/')~ 
~ (91", f"), тогда и только тогда, когда существует конформный гомеомор­
физм h: гомотопный Класс эквивалентности, содержащий
пару (91', /'), будем обозначать [91', /'] или просто [9?']. [9?'] называется 
поверхностью Тейхмюллера.

Множество поверхностей Тейхмюллера образует пространство Тейх­
мюллера Т(9?), в котором вводится метрика <2([9?',/'], [9?z/,/,/]) = 
=inf logK[f], где inf берется по всем квазиконформным гомеоморфизмам 
f: 9Г->-91", гомотопным Известно (ссылки на литературу см.
в (6)), что метрическое пространство Т(9?) гомеоморфно эвклидову про­
странству Ess+3n+2l-s.

Пусть 9? и 91 — к.р.п. и I: 91 ->-91 — конформное вложение. Обозначим через 
Пзгк(91) множество точек [9?'] = [9Г, /']еТ(91), для которых в классе 
А ({7° (/')-*}; 91',91) (обозначим его А ([91'], 91) существует ^-квазикон­
формное вложение. Аналогично определим W & (91) как множество, со­
стоящее из точек [91'] = [91',Д'] еТ (91), для которых существует A-квазикон­
формное вложение в классе Е({Ь'°/}; 91,91') (обозначим его Е(91, [91'])). 
Заметим, что множества РКзг^Э!) и 1У& (91), вообще говоря, зависят от I. 
При А=1 эти множества совпадают с введенными в (') множествами 
Гэг(91) и ИМ91).

Пусть с/([91'], U) — расстояние от точки [91']еТ(91) до множества 
С/сГЕЭ!].

Предложение 1.
I. Гзгк(9г) = {[91']е7’(91): d([91'], TM91))^logК}.

II. (91) = {[91']е7’(91): d([9l'], (91)) Clog А}.
На основании теоремы 1 нетрудно установить, что d( [91'], Vr(91) ) реа­

лизуется в единственной точке множества Идг(91). То же верно и для 
W (91). Используя геометрические свойства Тейхмюллеровых про­
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странств (7), можно построить деформации Г1: Т(9?)Х[0,1]—»-7т(9?) и 
Р: Т(91)Х[0, 1]-»-Т(91) такие, что По=П(-,О) и Р0=Р(•, 0) — тождествен­
ные отображения, П/=П(-,£) uPt=P(-,t) отображают 7(9?) и 7(91) на 
Уж (9?) и на ТУ ж (Л) и тождественны на Уж (Я) и на Wgt (91). Таким 
образом, имеем

Предложение 2. Множества Ужк(9?) u Wк(91) — деформацион­
ные ретракты пространств T(SH) и 7(91).

Теорема 3. Множества Ужк(9?) и (91) — замкнутые области 
и при K>i

I. 1) int 7жк(эг) = {т^т): d([9?'J, Уж(9?))<1оёЯ}.
2) aTV(9J)=rA-={[^]eT(SR): d([9T], Уж(ЭТ)) =logК}-

II. 1) int И#(91) = {[91']e7(91): d([9iz], ТУЙ (91)) <log £Г},
2) dM(9l)=AK={[9V]sT(9l): d([9l'], WR (91)) =log K}.

Если рассмотреть сужения П(11 Г1/«=П<1‘2 и Рг1|д„й=А/2 при Z2^i, то 
справедливо

Предложение 3. Пусть £<1, Тогда П(1‘2: Г1/(2-»-Г4/(1 и
Pt*2: — гомеоморфизмы.

При tt=l отображения П/: Г1/(-*Г и Р/: А1/(-^А сюръективны, где 
Г=5Уэг(Э?) и А=<Э1Уж(91).

Замечание. Отображения П/ и Р/, вообще говоря, не взаимно 
однозначны.

И, наконец, для множеств Уж (9?) и ТУ ж (91) справедлива
Теорема 4.
I. [SR']emt Уж(91) тогда и только тогда, когда в классе £([9?'], 91) су­

ществует конформное вложение I: 9Т->-91 такое, что int (9t\Z(9?')) =^=ф.
II. [9l']eint ТУж(91) тогда и только тогда, когда в классе £(91, (91']) 

существует конформное вложение I: 9J-+91' такое, что int (9l'\Z(9i)) =£ф.
Конформное вложение Z: 9?->Э1 назовем экстремальным, если область 

99l=Z(9l) допустима относительно некоторого дифференциала фе()+(91).
Теорема 5. I. Следующие условия эквивалентны:
1) [9г']ЕЗУэг(9г);
2) в £([9?'],91) существует единственное конформное вложение-,
3) в £([9?'],91) существует экстремальное конформное вложение.
II. Для множества ТУж (91) эквивалентны аналогичные условия с заме­

ной в (1) [9?']едУж(9?) на [91']едТУж (91), а в 2) и 3) — класса £([9?'], 91) 
на £(9?, [91'1).

4. Множества типа ТУж (9?) уже рассматривались раньше (8) для слу­
чая, когда 91 — открытая р.п. конечного рода g>l, а 91 —замкнутая р.п. 
того же рода. В (8) доказана замкнутость, связность и ограниченность 
множества ТУж (9?). Ограниченность множеств Уж (9?) и ТУж (91) имеет 
место только для множества ТУж (91) и только в том случае, когда 91 — 
замкнутая р.п. того же рода, что и 91.

5. В качестве приложения мы можем получить новые канонические 
области для конечносвязных областей. Пусть D — конечносвязная область, 
из которой выколото п>4 точек, и пусть S — сфера, из которой выколото 
ш^4 точек. Рассмотрим множество WD (S) <^Т (S). Тогда, если WD (S) ¥= 
^7(5), то граничным точкам <?ТУг>(5) соответствуют на S канонические 
области для D, полученные из S проведением конечного числа разрезов 
вдоль дуг траекторий конечных положительных квадратичных дифферен­
циалов на S.
Ташкентский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 6 I 1973
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