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Работа посвящена проблеме введения логических связок в теорию 
Х-конверсии А. Чёрча (*~ 3). Предлагается дедуктивное расширение*  
Х-конверсии на основе генценовской теории секвенций с правилами вве­
дения формальной импликации Е в сукцедент и антецедент. Показыва­
ется, что язык предложенной конструкции замкнут по отношению ко 
всем логическим связкам.

* О дедуктивных расширениях логико-математических языков см (4, 5).
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I. Алфавит. 7. S □ | ( ) -> =>
Переменные. Если а — непустое слово в алфавите П, то | а | счи­

тается переменной. Переменные обозначаются буквами х, у, z, t.
О бы. 1) Е и переменные считаются обами; 2) если а — об, то (Хжа) 

считается обом; 3) если a til b — обы, то (а&) считается обом. Обы обозна­
чаются буквами a, b, с, d; Г, А — наборы (возможно, пустые) обов. X — 
оператор абстракции; выражение «жеа,,..., ап» означает, что х не име­
ет свободных вхождений в а1?..., ап. Результат одновременной подста­
новки а15..., ап в об а вместо соответствующих свободных вхождений 
графически различных переменных xt,..., хп обозначается через [at,... 
..., an/xh ... ,хп]а. Ниже для краткости некоторые скобки в обах опу­
щены, они восстанавливаются по принципу: «скобки влево».

Секвенции. Слова вида а-+Ь и Г=>Д считаются секвенциями.
Постулаты А-конверсии.

а: /.ха^/.у[у / х]а, у^а; 

а-+Ъ а~+Ь а-^Ь
И: са-^сЬ’ V: ас-^Ъс' В' Тха^ТхЪ 

Постулаты
а-+Ь
a=>b b
а, Г=>с; Ъ—

v=

Г=^а;

а-»-Ь 
о- --------

Ь->а

а-+Ъ 
Г^Ъ ’

7

Г=>Еа&

Определения. 1) Говорят, что об а находится в нормаль­
ной форме, если нет обов вида (hxb) с, имеющих непустые вхожде­
ния в а.

2) Запись At;...; Ап\~А означает, что из секвенций А{,...,Ап 
выводима секвенция А, пЗЮ (при и=0 имеем \~А — «секвенция 
А доказуема»);

/.х.а^/.ха; /.х,... хп.а~/.х^ (~/.х2... хп.а);
=^= —символ равенства по определению; выражение а->-+Ь означает 
На-*  Ъ и Н6-*а.  Для оператора абстракции доказывается принцип ком­



бинаторной полноты (1_3):
(hxi. ..Xn.ajbt... bn++ [bt,..., Ьп/xh ..., Хп]а.

3) Теория считается комбинаторно полной, если в ней име­
ется оператор, удовлетворяющий принципу комбинаторной полноты; при­
меры комбинаторно-полных теорий: исчисления Х-конверсии, некоторые 
системы комбинаторной логики и их дедуктивные расширения (1_3,6,7).

4) Постулаты 7,-редукции. а; [I; р: а->-а; ц; v; g; т.
5) Если секвенция а-+Ь доказуема в исчислении л-редукции и b на­

ходится в нормальной форме, то говорят, что а имеет нормальную 
форму и b считается нормальной формой а.

Теорема, ^-расширение ^-конверсии непротиворечиво.
При доказательстве используем теорему Чёрча — Россера.
II. Квантор общности П^=В(И7В), где W^=7.xy.xyy.
1) Г=>йжНГ=^Пй (жёа, Г).
2) ab, Г=>сНПа, Г=>с.
III. Квантор существования я=^=Хж.В(В(Вж)ЛГ)7, где 7=^= 

^kx.x, К^У.ху.х, B^7.xyz.x(yz).
1) ах, Г=^&Ь-Эа, Г=>& (жёй, Ъ, Г).
2) Г=>а&1-Г=>Яа.
IV. Импликация Р^/.хг/.В (Кх) (Ку).
1) я, Г=>7НГ=И’йЬ.
2) Г=^й; b, К^сРРаЪ, Г, Л=>с.
V. Конъюнкция &L~'f.xy.z.(B'4Px)Py)J, где B-^7.xyzl.x(yzl).
1) a, V=^c\~&.ab, Г=>с.
2) b, V^cP&ab, V=>c.
3) Г=>а; А=>61~Г, А=*&й&.
VI. Дизъюнкция \/=^'кху.Е(Ф&(Рх) (Py))I, <b~7.xyzt.x(yi)(zt).
1) Г=>а1-Г=> Va&-
2) Г=>Ы-Г=>\/аЬ-
3) а, Г=>с; b, i\^c\-\/ab, Г, Д=>с.
VII. Отрицание Р^/.х.Рх(П7).
1) а, Г=^жНГ=^_|й(жёй, Г).
2) Г^йН^я, Г^Ь.
3) Н^й, а=^Ь.
4) На^>~Ц^а).
5) Ь^Р(РаЬ) (Р(Ра( Ф)) (Ра)).
6) Имеется об а такой, что Н=>й и секвенция =>Ра не доказуема; на­

пример, а^ЪКК.
7) Имеется об а такой, что \-=>Ра и секвенция =>а не доказуема, на­

пример, а^П7.
8) Имеется об а такой, что \-=>а и \~=>Ра-, например, a^LL, где L=^ 

^7.х.Р (хх) (П7). Наличие такого «парадоксального» оба LL сближает рас­
сматриваемое расширение Х-конверсии с некоторыми вариантами логики 
Фитча (8,9).

9) Используя обы LL и LaLa, где L^'kx.P (хх) а (жеа), доказываем 
недопустимость правил

Г=^РаЬ; \=>а Г=>а; а, А=>& а, Г=>Ь; а,
Г, А=>Ь ’ Г, А=>& ’ Г=>^а ’

VIII. Равенство Q-^7.xy.z.(C'x) (С'у), v;\c С'^=7.ху.ух.
1) ха, r=>xb\-T=>Qab (xsa, b, Г).
2) Г=><7а; db, tS.^c\~Qab, Г, А=^с.
3) H=>P(<2afe).
IX. Нормальное Е-расширение ^-конверсии. Очевидно, 

что одновременная доказуемость секвенций =>Qaa и =>P(Qab) для любых 
обов а и b противоречит интуитивным свойствам равенства. В целях пре-
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одоления этой трудности мы предлагаем наложить ограничения на объек­
ты в дедуктивной части теории, потребовав, чтобы все обы S-расшире­
ния имели нормальную форму. S-расширение с обами, имеющими нор­
мальную форму, назовем нормальным S-расширением Х-конверсии. 
Для нормального S-расширения: а) нетрудно проверить, что результаты 
I—VI, 1)—7) из VII и 1) и 2) из VIII сохраняются; б) доказуема

Теорема. Если НГ=>а и \-а, то \-V, \=^Ъ.
Относительно возможностей построенных расширений ^-конверсии за­

метим, что, во-первых, в исчислениях с принципом комбинаторной полно­
ты представимы все частично-рекурсивные функции (1_3); во-вторых, ком­
бинаторно полные исчисления находят все более широкие приложения в 
теории языков программирования (3).

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 19 II 1973
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