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Ряд задач математической физики приводит к рассмотрению диффе­
ренциальных операторов с особенностью на граничном многообразии. 
Одним из таких операторов является изучаемый в настоящей работе опе- 

dz кдратор Бесселя В, =-----4---------- , 7с>0, с особенностью при у=0. По­
ду2 у ду

строенная для таких операторов шкала гильбертовых пространств изуча­
лась в работе (*) методом преобразования Фурье — Бесселя; там же были 
доказаны соответствующие теоремы вложения. Для дифференциальных 
операторов, в состав которых входит оператор Бесселя, автором были уста­
новлены некоторые теоремы вложения в полупространстве Е n+i xn+i= 
— у>0 эвклидова (и+1)-мерного пространства точек х=(х', у), где х'= 
= (xt,. .., хп) ^Еп. Были установлены также соответствующие прямая и 
обратная теоремы вложения на гиперплоскость у=0.

В настоящей работе строятся весовые классы, являющиеся областью 
определения некоторого оператора вложения, и изучаются следы функций 
данных классов на E'm+i -гиперплоскости х=0, x=(xm+l,. . ., хп), тп<п, 
полупространства Е «+1. Показано, что следы эти характеризуются в тер­
минах классов, аналогичных известным классам О. В. Бесова (2). В частно­
сти, показана ограниченность оператора сужения функций на гиперплос­
кость я=0. Изучается также оператор подъема с такой гиперплоскости и 
вопросы эквивалентности различных нормировок пространства следов.

Пусть С!'>(£’+ ), ^=(^, Z„+i), Z'=(Zi,..., Zn), обозначает множество 

функций f(x, у) с компактными носителями в/?- имеющих I' нопрерыв- 

ных производных по переменной х', 2ln+t производных по переменной у и 

таких, что функция B’n"f(x,y) непрерывна в 7?++1 . На гиперплоскости 

х=К) полупространства E++i рассмотрим множество +f" (7?++1) беско­
нечно дифференцируемых, четных по у функций с компактными носителя­

ми, содержащимися в Е4'
77? 4-1

Положим Dxl'=Dx('... DXnln. Обозначим через пространство 

функций, определенных на £* +1 . , Для которых

оо 1/р
11/11, ,р+ ,='( pz f l/(;r,y)lpy'idy) <°°,

L?AEn+J \EJn J '

где к — положительное число, участвующее в определении оператора Бес­
селя.
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(1)

На множестве функций С(,) (Е+ ) введем следующие нормы:
О ' п + 1 7

п

= V </(^,p)ll +. +115, /(о:,у)11 +
' ^p,h\^n+lf ^p,h\^n+lf

ll/ll г +
г=1

ll/ll I + =11/11 + +11/11 I + .J <Жы) 1 Lpk(E+n+i) J »‘,k(En++l)

Пусть число m>0, причем т=т+а, где т — наибольшее целое число, 
меньшее т, а А,3 (7г.) обозначает s-ю разделенную разность шага h по пере­
менной Xt, 1=1, 2,..., т, п+1.

Положим для функций ср(х,у) е+Со° (Е+ t)

z “ |А?(Л)^<р(Ж, y)\V
_________________ _i___________________ ah

число,

Wdy $

m+1

1/р

J
при i=i,..., m. Обозначим Z0=Zn+i/2 и положим, далее,

” \(Thy-I)B^(x,y)\p df^ 1/р
)=( hkdxdy$

, 0Ет*1
при 0<A.<2, где h=ln+i—2l0. Если же Z=2, то положим

[<₽(*,*/)], , /Г+ S =
Ьп+1,р,к\^т+1»

о
■Е?п.+ 1

Выше через Tvh обозначен так называемый оператор обобщенного сдвига
(см. (3)), определяемый формулой

Л

Г/ф (j/) —Съ J ф (Vу2—2yh cos а+Л2) sinft_1a da.
О

Введем нормы
т

tq>U.s/)], г ,F+

bn+i~p,k \^т+1 hi+PK

I '/р

h.l+2p

'n+l,Lp,k(Em+l)

(2)
,1(р11Вг <Е+ )="ф"г (Е+ 1 +Ч‘ (Е + }•

^p,k\^m+i) ^р,к\^т+1) °p,k\Em+l)

Пространство WlPi k (En+i) определяется как замыкание Со (#n+i) по 

норме (1), а В1Р1 k (Em+i) как замыкание +С^° (2?m+i) по норме (2).
Определим полунормы

f^\\^-I)B^(x,y)^ E. ) \
Р’ m+1 dh I[<р (*, ?/)1™+1

hl+p

1/р

, 0<Х<1, (3)

)
1/Р

, X=l, (4)
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[<₽(*> 2/)]^!=^ ™dh , 1<Х<2, (5)

ДЛЯ 1<р<°° II ДЛЯ Р = °°
\{Ту-1)В1̂ {х,у)\ 0<х<1

hk
(6)

h
(7)

~Т^В^Р(х,у) 
дп

h'~'
-, 1<Х<2.

(8)

Отметим, что в случае h= ... =lm=ln+i следы функций на Em+i харак­
теризовались в терминах полунорм (3) — (5) в работе (4).

Рассмотрим теперь каждую из формул (3) — (8) для всех 0<Х<2. 
Имеет место.

Теорема 1. Для каждого полунормы (3) — (8) эквивалентны
для всех 0<Х<2.

При доказательстве этой теоремы используется простая, но полезная 
формула

(у) = ^Ту Ву^ (г/) d<J»

справедливая для всех достаточно гладких функций ф(г/), а также обоб­
щенное неравенство Минковского и неравенство Харди (5).

Обозначим через Af=Dx B^n+i /(х, у) | Г=о оператор сужения функций 
Dx Вyn+lf(x, у) на гиперплоскость х=0 (определение следа см. в работе 
С)).

Т е орем a 2. Пусть функция f(x,y)eAVp,k(E*+l), А=^1, 3, . .., 2Zn+1—1.

Пусть h>0, v,>0 — целые числа такие, что

г=1 i=i г=7п+1

Oi =

Тогда для любого fe>0 оператор А как оператор из Wpfi{E^+0 в

5<. „(£^+1), КрМ^00. ограничен, причем

при г=1, 2,..., m и

М/1 Т И?* X

Гп+1 q,k\ m+1'

+ha'-rt,l‘\\f\\

Т !Т?+
^P.hX^n+i ) wp,k(^n+l) '

где 0<rf^Gili, i=i, ..., m, 0<r„+i<2oiZ„+i.
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При тех же условиях оператор А ограничен как оператор из ИЛрЛ(£'*+1) 
eLg,ft(£++1 ),7’-е-

Для доказательства теоремы 2 строилось интегральное представление 
для оператора ZX 5™+ типа представления работы (6), но приспособлен­
ное к нашему случаю. Далее доказательство проводилось по схеме ра­
боты (7), для чего были доказаны аналоги интегральных неравенств ра­
боты (7) в случае весовых пространств.

Построенное интегральное представление удается использовать при до­
казательстве теоремы, обратной теореме 2.

Теорема 3. Пусть <p(x, y)^b^k(E^), k^i, 3,..., 2r0—1; rn+i не яв­
ляется четным числом, 1<р<°°, г=1, . .. , п—1, rn+1=2o2Zn+i, где

v 1
о2=1---- --------- ->0.

“П pi"tl

Тогда существует ограниченный оператор продолжения f(x, у)=Ащ> 
как оператор из bp:h(E^') в w‘Pih(Et+i) такой, что

П7п/(ж, г/) |хп=о=ф(ж, ?/),

где след понимается в смысле работы (’).
При этом верно соответствующее неравенство между нормами
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