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В настоящей работе получены формулы теории возмущений в случае, 
2 1 з

когда совместный спектр (*)  о (С | В, В) невозмущенного оператора В и 
возмущающего оператора С лежит на диагонали. Основным аппаратом 
служит развитое В. П. Масловым (') исчисление упорядоченных по Фейн­
ману (2) операторов.

В отличие от (*)  нам будет полезно рассмотреть исчисление упорядо­
ченных операторов в банаховых шкалах; при этом используются иные, 
нежели в (*),  пространства символов и классы операторов.

Пусть Сг°°(Нп) —счетно-нормированное пространство гладких функ­
ций с набором норм

11фН.(Г)= У, sup { (l+hl2)~rZ2 I s=0,1,2,...

|а|==0

Обозначим через С°°(ЯП) объединение (JCr”(7?n). Это топологическая г = 0
алгебра (топология согласована с имеющейся в С°° сходимостью, см. (3), 
стр. 89).

Далее, пусть {Ят}—банахова шкала (В^В,, при т^тД, параметризо­
ванная индексом г^В (или reZ). Определим алгебру Я” ограниченных 
в {ЯД операторов: Я”= (|JHom(#p, ЯД). Последовательность {Ап} 
назовем сходящейся к Л в Я°°, если для всех т существует р(т) такое, 
что {АД сходится к А в Нош (Яр(т), ЯД. Существует топология, согласо­
ванная с этой сходимостью и превращающая Я“ в топологическую ал­
гебру. Если ИА||вр(х) —>щ^С(т) для всех т, то функция С(т) называется 
оценкой А в Я” для шага р(т). Пусть семейство {А<Д<=Я°°, тогда если шаг 
и соответствующая оценка Аа в Я°° не зависят от а, то оператор Аа назы­
вается ограниченным в Я” равномерно по а.

Определим, следуя (*),  производящие операторы в шкале {ЯД.
Определение. Пусть в Я” задана дифференцируемая однопара­

метрическая мультипликативная группа е(, t^R, имеющая в Я“ оценку 
С(т) (1+111 )S<T> для шага р(т) при некотором s(t)>0. Тогда оператор 
A=idet/dt\t=<, называется производящим в шкале {ЯД для 
группы et=et(A) (здесь i2=—1). Обозначим через з& класс всех произ­
водящих в {Я,} операторов. Если А^зФ, причем группа е((Аа) ограниче­
на в Я~ равномерно по а, то оператор Аа называется производящим 
равномерно по а.

Лемма 1. Для любого А^зФ существует единственный непрерыв­
ный гомоморфизм МА: С°° (Я) -►Я'” такой, что MA(e~,x‘)=et(A) и МА(х) =А.

Обозначение: f(A)=MA(f).
Некоторые свойства производящих операторов в банаховой шкале при­

ведены в трех следующих предложениях.
Предложение 1. Если А<^з£, (JT), то 

/(SpA)czSp/(A)<=/(^A)O,

1254



где Sp обозначает спектр элементов в алгебре Н°°, о (А) —носитель МА. 
Следствие. Спектр группы Sp(ef(A)) лежит на единичной ок­

ружности.
Предложение 2. Пусть А<^Н°°. Тогда если и только если

SpAcR и при Im^¥=0, k=l, 2,..., оператор (X—A)~k имеет в Н°° для 
шага р(т) оценку

G(t) (fc+j-I)!
(/с-1)! 2-J |ImXP+j'

(где р(т), s(x) см. в определении).
Предложение 3. Пусть операторы Ап — равномерно производящие 

относительно п и последовательность {Л„} сходится в Н°° к оператору А. 
Тогда A^-s^.

Теперь определим функции от упорядоченных операторов в банаховой 
шкале. Пусть Ль..., Л,..., Тп^Н°°. Аналогично (*)  доказывает­

* Например, Сг=е.С, Ве=В.

ся, что существует единственное линейное непрерывное отображение 
Ж, А: С°° (Rn) -+Н°° такое, что для функции f(xt,..., хп) =fl(xi) ■.. ,-fn(xn), 
где fi,..., fn^C°° (R), справедливо равенство Мт, A(f) =Tnfn(An).. .TJ^Ai). 
Поэтому естественным является следующее обозначение (*):

MTfA(f)=Ti...Tnf(Al,...,An).
Функция f называется символом этого оператора, а носитель МТ,А на- 

2 2п 1 2п—1

зывается спектромо(7\,..., 7\| Af,..., Ап ).
Наша основная задача: разложение оператора ](В+гС) в случае, когда 

2 13

спектр о(С\В, В) лежит на диагонали в R2 (пли, что то же, некоторый
2 13

коммутатор С (В—В)к равен нулю).
Пусть р=(ръ..., [}*), Pj=O, 1, 2,...; для операторов Т, R<^H°° обозна­

чь 2S-1 2Ь+1 2 13 2 13

чим [Г, (R-RY*  ...T(R-R)\ где T(R-R)°=T. Кроме
того, пусть ZMP)=1, Дь(?)=С^1.-.4нь-Т',+*_1 при к>2, где

п!
Z! (п-1)!

Фиксируем любое натуральное т; символ f^C°°(R).

Теорема 1. Пусть |е| <е0 и оператор Ве+Се — производящий равно­
мерно по е, а операторы е~'Се, Вг ограничены в Н°° равномерно по е *.

2 1 3

Кроме того, пусть Се(Вг—Вв)г+‘=0 для некоторого гЗФ. Тогда

D (В);(5е+се) =/(£.)+£ £ -^^г,/^'^(ве)[се,вЕ]^+е"‘дт(/))
1

h=l р/==0

где остаток Rm: С°° (R)ограничен равномерно по е.
Справедливо также более общее разложение — по коммутаторам.
Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 операторы Ве, Се — произво­

дящие равномерно по е и [ [б7е, ВД, ВД =0. Тогда

-да.+с.)+££ £
5=1 Й=1 |Р| = 3

₽/>1

!(вг+се) =
(—1)’7Х(В)-----------,,L ’(k+s)!

где остаток Rm': С°° (R) -+Н°° ограничен равномерно по е.
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Доказательство этих теорем получим, используя некоторые тож­
дества для функций от упорядоченных операторов. Ниже Л,

Определим к-ю разностную производную 6*7  как функцию на Rk+i:
fc+1 fc+1

Е(П
3=1 :»1

1=^3

Отображение /-’■6'7 непрерывно из С” (7?) в C°°(7?'i+1).
Л е м м а 2 (формула Тейлора).тп—1 4-1 1 21 1 12

/ (Л) = hfW + (А—В) mSmf (В,..., В, А). (1)
к=о

Доказательство. Из тождества для символов
гЧ1 1

f(x) = (у) + (x-y)m6mf(y, ...,у,х)
k=0

2 1

после замены х-+А, у-^В получим искомое равенство. 
Лемма 3 (формула Ньютона).

(2)

т— 1 2 зн

/(Л)=/(В) + £ (Л^)-..(^В)67(5,.
Л=1

а 370 1 2ГП-1 2Ш + 1

+ (A-B)...(A-B)6mf(B,...,B ,Л). (3)
Доказательство. Из (1) при тп=1 имеем /(Л) =/(/?) + 

2 3 1

+ (Л—В)6/(Л, В). Рекуррентно применяя эту формулу, получим (3). 
Лемма 4. Пусть РеН°°. Тогда имеет место формула коммутации

тп—1 .
[Р,/(Л)]=У’14-(Л-Л)*Р/< ‘’(Л)+Р(Л-Л)тб"*/(Л,.. Л, Л); .(4)

в частности,

[Р,/(Л)] = [Р,Л]б/(Л,Л). (5)
1 3

Доказательство. Из (2) заменой х-+А, у^~А получим (4).
Заметим, что остаточный член в (4) равен нулю, если некоторая про­

изводная fm(x), к^т—1, равна нулю в окрестности выпуклой оболочки 
спектра о (Л).

Теперь получим аналог теоремы о сложной функции. 
Пусть (7?), g^C°°(R2) и сложная функция /(g^, х2)) sC” (7?2).

1 2

Предположим, что g=g(A, B)^s/. Из тождества для символов /(z) =
2 

=/(g(x1, я2)) + (z—g(xl, Хг))-b/tg^Xi, Хг); z) после замены z->-g, 
1 3

Xt-*-A,  хг-+В получим
( g) = /(g (Л, В)) + (1 - g (Л, 2?))д/ (g (Л, В), I).

Пользуясь (5), преобразуем последнее слагаемое:
/(?) = /(? (X В)) + gdf (g (Л, В), g) — g (Л, 5) 6/ (g (Л, В), g) +

+ [Л, g] 6X1g (Л, Л;В)-62/^(Л, В), g, g).
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Второе и третье слагаемые в правой части взаимно уничтожаются, а чет­
вертое преобразуем с помощью (5). Тогда получим

/(£) = / (А, ВУ) + lA>Bl (А, А; В) bXig (А; В, В) b2f (g,(A, В); g; g).

Пусть, например А, В, А+B^s/ и f^C°° (2?). Тогда

f(A +В) =f(A+B) + [ЛТВ] 62/(А +Ь, А+В, А+В).

Из этой формулы получаем разложение оператора f(A+B) до любой сте­
пени коммутаторов А, В. Например, разложение до коммутаторов второй 
степени имеет вид

2

/(А+5) =/(А+2?) +{*/ 2[AW2) (А+2?)}+

_________!________ _________ ’________ 1 з 2 1 з

+{7.([А, [А,5] ] + [ [А,5],5])/<3> (А+5)+78[А,5]7<4’(А+5)}+... 46)
Доказательство теоремы 1. Из леммы 3 при А=2?Е+Се сле­

дует, что

Е
2 2» 1 2К*1

Л=1

Разностную производную 67 разложим по формуле Тейлора:

(7)

67(3:,,..
Л2 г

^Л-н) =

|а|=о

1
(fc+lal)!

k

/(й+|а|)(х* +1)- JJ (z-zk+1)“'+
J=i

A (xj Xk+t') i зтл+i),

где^С°“(2?й+‘).
Отсюда и из условий теоремы легко получить, что

fe2 г
2 Vi 1 2К*1  ■ ■■ 4 2 1

Се . . . Се67(Ве, . . . , В е) = £ (^.) Л,
|а|=0

где обозначено
к

2 2JC •■■■■■ ■■ 2/-1 2К+1

2а=Се...СеД (Ве-Ве)“'.
2=1

Поэтому, учитывая (7), остается проверить комбинаторное тождество 
^2а=^2)ДР)[Се,Ве]^, 3=1,2,...

|a| = s IM=s

Доказательство теоремы 2 следует из разложения теоремы 1 и 
(6).
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