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1. В настоящей заметке изучается зависимость между характером 
спектральной функции дифференциального оператора и свойством роста 
решений соответствующих обобщенных собственных функций. Получен­
ные результаты примыкают к континуальному аналогу одной гипотезы 
В. А. Стеклова (см. (*)).

В пространстве Я=5?2([0, °°); Z2) вектор-функций /(х), g(x),... со 
значениями из 12 рассмотрим дифференциальный оператор

L/=-/"(*)+F(x)/(x), /(0)=0, (1)

где V (х) = V* (х) — оператор-функция в Z2, непрерывная в равномерной 
операторной топологии. Скалярное произведение в Н имеет вид

СО

(/,^)н= J (/(x),g(x))hdx,
О

дифференцирование в (1) понимается в сильном смысле. Через || • |1ь и ||-|[ 
будем соответственно обозначать норму элемента и норму оператора в Z*.

1. Пусть Y (х, X) — оператор-функция в Z2, являющаяся решением 
задачи

-Y"(x,^ + V(x)Y(x,^=XY(x,X), У(0Д)=0, У'(0Д)=7, (2)
где 7 — единичный оператор в Z2.

Лемма 1. Пусть Х>0, ф=12. Тогда оператор-функция

А (х, X) =У(х, X)—гУХУ (л?, X) (3)
удовлетворяет оценке

II/II/2ехр ---- ^JllE(Z) HtZi^llA (z,X)/H/22«5ll/ll/jexp Jll V(Z)llrfZ j . (4)

Если V (x) сильно дифференцируема и ||У(х) ||—*-0 при х-+°°, то спра­
ведлива также оценка

ы И (х, Y(x,k)f, У(хД)/)„ < | ИГ (f)H d
п ||Л(УА)Л12-(У(А)У(АД)/,У(АД)/);! J X-||E(Z)I! ’ Ч 

где ZV>0 — достаточно большое число.
Доказательство вытекает из (2) и легко проверяемого соотноше­

ния
НА(X, Х)/||;>2=||У'(х, Ш1ЬЛШУ(х, Х)/||;,2. (6)

Определение. Решение У(х, К) задачи (2) назовем устойчи- 
в ы м, если для всех хе [0, °°)

С,(Х)<||А(х, Х)||^С2(Х), (7)
где Сг (X) (X) >0 не зависят от х.

1301



Аналогично назовем У(х, X) равномерно устойчивым в ин­
тервале (а, 0), если существуют числа С2^С'1>0, не зависящие от X и 
х, такие, что для всех Х^(а, [3) и х^ [0, °°)

Х)КС2. (8)
Лемма 2. Пусть выполнено одно из следующих условий:
1) ||У(х)||е^(0, оо),
2) ||У/(х)Н2’(0, «>), lim || У(а:) ||=0.

Х-> 00

Тогда решение задачи (2) равномерно устойчиво в любом интервале 
[а, fQ_<=(0, о»).

Доказательство вытекает из леммы 1.
2. Пусть Ек — разложение единицы оператора A, £(A)=£’f—Еа, 

А=(а, р). Справедлива.
Теорема 1. Если решение задачи (2) равномерно устойчиво в ин­

тервале А=(а, [}), а>0, то на интервале А спектр оператора L абсолютно 
непрерывен. Кроме того, справедливо разложение

(Я(А)/,£)И= JP(X)F(/,X),F(g,X))(jdX, (9)
а

аде

У (/, X) = J У * (т, X) / (аг) dx, . (10)
О

а оператор-функция РОА определяется соотношением
т/т,

PM = — lim [А (х, X) А’ (х, X) ]~‘, (11)
ZjT Х->ОО

где предел понимается в слабой операторной топологии, А(х, X) опреде­
ляется формулой (3).

Доказательство. Пусть {Р„} — последовательность конечномер­
ных ортогональных проекторов, сильно стремящаяся к Z,

К(х) =
Рассмотрим в Н оператор

/(0)=0. (12)
Очевидно, последовательность Lm при п^>-°° сильно сходится к оператору 

. Аа/=—/" (x)+Va(x)/(a:), /(0)=0. i(<13)
Через £па(А) и £„(А) обозначим соответственно спектральные семейст­

ва операторов Lna и La. В силу конечномерности PnVa(x)Pn для получения 
разложения £'„а(А) можно применить метод интегральных уравнений 
(см., например, (2)). Тогда покажем, что

(£„а( A)/, g) н— J (С па (f, X) , U na(g, X) )lj dX,
а

где UnAx, X) — решение интегрального уравнения

Una (X, X) I + f G (х, s, X)Рп Va ($) РпUna (s, X) ds, 
12л Х’л J

G(x, s, X)
1 sinVX x’ws x^s,

x>s,

(14)

(15)

(16)

Unaif, X) определяется равенством, аналогичным (10).
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Далее, пусть Yna(x, Л) и Ya(x, Л) означают решения задачи (2), где 
V(х) заменена соответственно на PnVa(x)Pn и Va(x). Так как Una(x, Л) 
удовлетворяет тому же дифференциальному уравнению, что и Yna(x, X), и 
77M(0, Х)=0, то существует оператор-функция Dna(Y) такая, что

Una(x, X)=Yna(x, ^Dna^k). (17)
Из (15) — (17) получим, что

4_
Dna (Л) = [ Y'na (а, X) Ум (аД) ] Л (18)

У 2л
Откуда с учетом леммы 1, равенств (14), (17), (18) и очевидного соотно­
шения Ya(a, X) =Y(а, к), получим формулу

р
(£a(A)/,g)H=J (РДХ)УД/Д),У^Д)МЬ, (19)

где

РаМ = — [А(аД)А’(аД)Н. (20)

Теперь формулы (9) и (11) непосредственно следуют из (19) и (20). 
Абсолютная непрерывность спектра оператора L на интервале (а, ^) есть 
следствие (9) и неравенства

^(/’а)/,/)„<

■которое вытекает из (8).
Следствие. Пусть V(х) удовлетворяет условиям леммы 2. Тогда 

спектр оператора L абсолютно непрерывен на интервале (0, °°).
3. Методика п. 2 обобщается на случай более сложных операторов в Я;

Цу=-у" (х) +х~гАу (х) + V (х) у (х), у (0) =0,
п

Ъгу=-у" (х) + У, х~»кАку (х)+У (х) у (х), у (0) =0,
k=i

где
А^0, АЛ>0, Pk>0, к=1,..., п.

Пусть оператор-функция ЯДх, s, к) есть ядро оператора (Я—AZ)-1, 
ЯДА) —спектральное семейство оператора Я, г=1, 2.

Теорема 2. Пусть V(х) удовлетворяет условиям леммы 2. Тогда:
1) на интервале (0, °°) спектр оператора Lt абсолютно непрерывен,
2) имеет .место разложение

(Я, (0, оо)/, g)н= J г (/, X), и (g, X)) „ dk, 
о

где оператор-функция U(х, X) удовлетворяет уравнению L1u=Ku, 
TJ (0,7.=0), и оценке: при любых б>0 и h^l2

j (1+х)-‘-8||С7(хД)Л||^х^С(6)1-’Л, (21)

О

где С(б)>0 зависит лишь от б и С(6)->-оо при 6->0,
3) при дополнительном условии V (х) >0 оператор Rt (z) с ядром 

( 1 +х) “(1+5>/2 (1+у) “<1+8)/27?1 (ж, у, z2) удовлетворяет для всех гУ=0, Imz>0
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оценке
(22)||2?l(z)HC1(6)|z|-1,

где Ci(6)>0 зависит лишь от б>0 и С1(6)->°° при 6-*0,
4) если оператор А имеет дискретный спектр, то оператор Ri(z) впол­

не непрерывен для всех z¥=0, Im z^O.
Следствие 1. Из (21) вытекает нетривиальная оценка для функ­

ций Бесселя Л (Az): при любых б>0, v>0, А>0

J (l+z)-s/v(Az)dz<C2(6)A-‘,

О
где С2(б)>0 зависит лишь от б>0 и С2(б) при 6->-0.

Следствие 2. В пространстве 2?-ARn) рассмотрим оператор Шре­
дингера Lsu=—\u{x)+q(,x)u(,x), x^Rn. Пусть выполнено одно из сле­
дующих условий:

1) g1(r) = max |g(z) |е^(0, «>),
1х|=Т

2) ^2(r)=max I 1 (О, «>), lim?i(r)=0.
|x| = r • X I I г->оо

Тогда справедливы заключения теоремы 2 с некоторыми изменениями 
в формулировках.

Отметим, что и. 1 теоремы 2 для оператора L3 доказан другим методом 
при условии q(z) « О (| z | ~,‘), ц>1, в работе (3).

|х|->ОО

Заметим далее, что оценка (22) позволяет изучить несамосопряжен­
ные возмущения операторов Lt и L3. Но на этом здесь мы не будем оста­
навливаться.

Теорема 3. Пусть V(z) удовлетворяет условию 2) леммы 2 и 
F(z)X). Тогда для оператора Ьг справедливы утверждения теоремы 2. 
Кроме того, справедлива оценка: для любых А>0, h<^l2

со п
J У, Ркх-1-^(,Аки(хД)к, C7(z,X)A),2dz<C3Vl||/j||,22,
О Л=1

где С3>0 не зависит от "К.
Следствие. В пространстве 9? •>„(R„)®3?г(/?„,) рассмотрим оператор 

Liu=—Axu—AIlu+[al]xl-p,+a2lyl-p:‘+a3lx--yl-pi]u, где а >0, 
x^Rn, y^R„,. Изучение Lk сводится к изучению оператора Ь2 и для опе­
ратора Z/4 справедливы заключения теоремы 3 с соответствующими изме­
нениями в формулировках.
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