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В работе на ^-пространстве вводятся ^-равномерности (ОД со), порож­
дающие близость А. В. Архангельского, и Q-равномерности (ОДЙ), порож­
дающие классическую близость В. А. Ефремовича, устанавливается сущест­
вование Q-равномерности, не являющейся равномерностью Вейля.

Обозначения. Пусть даны покрытия а и 0 множества X.
a) Покрытие а вписано в покрытие р, если любой элемент А^а содер­

жится в некотором элементе
b) аД(3 (произведение покрытий аи{1) обозначает покрытие, состоящее 

из попарных пересечений АС\В всевозможных множеств А^а, Bs$.
c) ste М (звезда множества М относительно покрытия а) есть объедине­

ние всех множеств А^а, для которых А staJf=U {А; АПМ=Аф, А^а}.
Определение 1. Пусть X — произвольное множество. Семейство 

покрытий множества X называется UTi (Д-р а в н о м е р и о й структу­
рой) множества^, если удовлетворяет аксиомам:

Uo. Если х, у^Х, х=£у, то существует ае<2/ такое, что sta хтбу.
U,. Если и а вписано в то Если а, то
Определение 2. Множество X вместе с Д-равномерной структу­

рой °U называем Д-р авномерным пространством и обозна­
чаем (А, .

Определение 3. Множество X называется PT t (Д-п р о с т р а н с т- 
вом близости, или Д б-п ространством), если для любых его двух 
подмножеств А и В определено, близки они или нет (в последнем случае 
будем говорить, что они далеки). Если они близки, условимся писать 
6 (Л, В) =0; если далеки, 6 (А, В) =1.

При этом должны выполняться следующие аксиомы:
Pt. 8(х, у)=0ох=у.
Р2. б (А, В) =8 {В, А).
Р3. 6(AUO,C)=min{6(A,C),6(B,C)}.
А. б(Х,0)=1.
Аксиома РА. Если б (А, В)=1, то найдется подмножество С<=Х та­

кое, что А^С, В<=Х\С, б(А,Х\С)=1, и если 6(0, 5) =0, где D — произ­
вольное подмножество X, то непременно существуют такие точки х'=Х\С 
в отношении 6(0, X) =0, которые образуют множество, близкое к В.

Аксиома РЕ. Для любых множеств А, В^Х, находящихся в отноше­
нии б (А, В)—1, существуют множества С и О такие, что C0D=X, 
6(А,С)=1, б(5,О)=1.

Определение 4. Д-близость, удовлетворяющая аксиоме РА, назы­
вается A-близостью (РР1А).

A-близость была предложена А. В. Архангельским (определение 1 в (4)).
Определение 5. Д-близость, удовлетворяющая аксиоме РЕ, назы­

вается Е-б лизостью (PTiE).
0-близость была введена В. А. Ефремовичем (2, 3).
со, Q-p авномерности.
Аксиома Осо. Семейство °U покрытий множества X удовлетворяет 

следующему условию:
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для произвольного DczX образуем
H{D)={x<=X; stn^nZ)=/=5z$ для каждого р.е<2/}.

Если sta^05#= 0 (где а^°И, А, В<=Х), го существует fi&U, вписанное 
в а, такое, что как только st,, {Я{О) \stf>A)r\B=<fi для некоторого то
stT ВПВ=ф для некоторого ^°lt.

Аксиома UQ. Семейство <U покрытий множества X удовлетворяет 
условию: если staAA5=^ {где «^4/, А, В<=Х), то существует 
вписанное в а, такое, что stp (st^ А) Г\В=ф.

Аксиома Uw. Семейство покрытий множества X удовлетворяет 
условию: для каждого a,^°U существует такое, что система {st? х}
всех точек х=Х вписана в а, {аксиома СЗ, (5), стр. 563).

Определение 6. ^-равномерность, удовлетворяющая аксиоме Uco, 
называется м-р авномерностью {UTito).

Определение 7. ^-равномерность, удовлетворяющая аксиоме 
UQ, называется Й-р авномерностью {UT&).

Определение 8. У,-равномерность, удовлетворяющая аксиоме Uw, 
называется w-p авномерностью (UT.w).

o’-равномерность введена А. Вейлем (*).
Предложение 1. Каждая Тi-равномерностъ <Н порождает одно­

значно Тt-близостъ ди.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для А, В^Х положим 6 (А, В) =0, если staAH 

Г)5^=0 для любого ou^U (ясно, что 6(A, X\sta А|) =1, ибо sta АП 
И (X\sta A) =0).

Теперь проверим аксиомы близости Pi, Рг, Ps, Р,.. Аксиомы Pi, Рг, Рь 
очевидны. Проверим аксиому Р3. Пусть 6(AUB, С)=1, тогда, согласно 
определенной нами близости, существует такое, что staCfl(All
UZ?) =0, отсюда б (А, С) =1, б {В, С) =1.

Обратно, пусть б (А, С)—1, б {В, С')==1, тогда существуют а, 
что staCTlA=0, stsiCn5=0. Покрытие аД^е'2/ (по аксиоме tZ2), поэтому 
staAPCczsta CHstfi С, значит, staApCTl (AU5) =ф, т. е. б (AU5, С) =1.

Теорема 1. U'l\ является UTi<o тогда и только тогда, когда порож­
денная ею PTi является PTiA.

Необходимость. Согласно предложению 1 UT, порождает РТХ би. 
Пусть ди является РТ,А. Возьмем А, B<=zX, sta А^В=ф для некоторого 

т. е. б (А, В)=1. В силу аксиомы РА существует С^Х, удовлетво­
ряющее аксиоме РА. Так как б (А, Х\С)=1, то существует такое,
что stY А<=С; отсюда staAT Ас:С.

Обозначим ^=аДу, итак, stpА?\В=ф (^ вписано в а). Теперь
возьмем произвольное £)<=Х и образуем

77(D) ={хеХ; для каждого ре*?/}.

Пусть st„ {H{D) \stf А) ПВ=ф для некоторого р^'Я, тогда stvDriB=^ 
для некоторого уе'?/. В самом деле, в противном случае st? для
каждого т. е. б {М, В)=0, следовательно, согласно аксиоме РА, су­
ществуют х^Х\С, б {х, D) =0, причем 7l/={xeX\C; д{х, О) =0} удов­
летворяет условию д{М, 7?) =0. Множество М<=Н {D')\st^A, поэтому 
б {H{D\) \stf> А, В) =0, т. е. st„ (H{D) \stf А) ПВ=#0 для каждого 
противоречие. Итак, stTDnB=0 для некоторого уе6?/.

Достаточность. Пусть <2/ является UTi<n. Покажем, что ди явля­
ется PTiA. В самом деле, пусть б (А, В)=1 (А, 5<=Х). Тогда существует 
a.^°U, что sta АПВ=ф, поэтому согласно аксиоме D’a> существует 
удовлетворяющее условиям аксиомы U®. Покрытие аДЭ=7е<2/, st? АП 
П5=0.

Теперь возьмем произвольное D<=X, d{D, В) =0, 
H{D)={x<^X; stv хГ\ВУ=ф для каждого

Покажем, что d{H{D') \stTA, В) =0. Предположим противное: 
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(5) \stv A, B)=i, тогда существует что st„ (H(D) \stv А) П
C\B=$, значит, согласно аксиоме Uw, существует vs<2/ такое, что stv5n 
Л5=0, т. е. 6(5, В) =1; противоречие. Итак, 6(5(5) \stT Л, 5) =0, т. е. 
аксиома РА имеет место, значит, би является PT,А.

Теорема 2. 57, является PTS2 тогда и только тогда, когда бли­
зость би является РТ,Е.

Необходимость. Пусть би является РТ,Е,А, ВсСХ, 6(Л, 5) =1. 
Согласно аксиоме РЕ, существует С, D<=CX, C\)D=X, 6 (Л, С)=1, 
6(5, 5) =1. Множества Х\С=>Л, Х\5^5, причем (Х\5) Л (Х\5) =0, 
Х\Сс5 (Х\5<=5), 6(5, Х\С)>6(5, 5) =1, значит, 6(5, Х\С)=1, т. е. 
существует ys6?/, что stv (Х\С)П5=0. Далее, 6 (Л, 67) =1, т. е. существу­
ет что sta Л05=0, откуда sta Л<=Х\С. Следовательно stv(staH)O
05=0, ибо stv (staH)c:stv (Х\С). Далее aA'Y=Pe<?/, в^Лс^аЛ, 
stp (stf> Л)^^ (sta _4)<=stv (Х\С), откуда st? (st? Л) 05=0. Итак, аксиома 
5Q имеет место.

Достаточность. Пусть <и есть UT,й, Л, 5<=Х, sta Л 05=0.
Согласно аксиоме 5Q существует вписанное в а, такое, что
stj (stf Л)05=0, поэтому st?nOst?5=0. Кроме того, X\stPA=C, 
X\stP5=5, CU5=X, 6(Л, 67) =1, 6(5, 5)=1, ибо st?HOC=0, stp 505=0. 
Итак, множества С, 5 удовлетворяют аксиоме РЕ.

Следствие. Если выполняются условия аксиомы 5Q, то выполня­
ются и условия аксиомы U<a. '

Теперь мы покажем, что существует 57,0, не являющаяся UTiW.
Пусть X — 7,-пространство. Рассмотрим семейство ЯК всех открытых 

покрытий и тех покрытий, в которые вписаны открытые покрытия прост­
ранства X.

Семейство Ж является UTt.
В самом деле,
1) пусть х, у^Х, х=Су, а.= {Х\х, F\y}, тогда а^ЯК и sta х=Х\у^>у;
2) пусть (Зе ЯК и (3 вписано в покрытие у, тогда уеЯК (ибо в у вписано 

открытое покрытие, которое вписано в (3, или может оказаться, что — от­
крытое покрытие);

3) р, реЯК, в покрытия р, р вписаны соответственно некоторые откры­
тые покрытия v, 0. Покрытие vAi0e®J открытое и вписано в рДр, поэто­
му рАреЗЙ-

Итак, п.п. 1)—3) подтверждают выполнение аксиом 50, 5,, 52. Сле­
довательно, ЯК является UT

Семейство ЯК порождает РТ,А.
Согласно предложению 1, ЯК порождает би. Заметим, что если для 

Л, 5<=Х, уеЯК имеем stvAH5=0, то [Л]П[5]=0 ([Л] — замыкание Л в 
пространстве X).

Предположим противное: [Л]Л[5]=А0. Для любого а^ЯК, если оно не 
открыто, имеется открытое р—ЯК, вписанное в <%. Теперь пусть же[А]Л 
Л[5], тогда существует 5sp, x^lJ и 5ЛЛ=А0, 5Л5¥=0, т. е. staAClB¥=0 
для любого а<еЯК, значит, stv ЛЛ5=А0; противоречие. Полученное противо­
речие доказывает [Л]П[5]=0. Далее, би такая, что любые два замкнутые 
непересекающиеся множества далеки. Возьмем Р,, Е2<=Х замкнутые (7,Л 
Л52=0), а также покрытие a={X\5,, Х\72}, sta7,=X\72, sta5,Л52=0, 
поэтому 6(5,, 52)=1. Аксиома РА для такой би выполняется. Итак, би 
является 57,Л. !

Семейство ЯК является UT,(ti.
Так как би является 57,Л, то согласно теореме 1 ЯК является UT^.
Семейство ЯК является UT£i, если X — нормальное пространство.
Для би выполняется аксиома РЕ. Пусть Л, 5сХ, 6 (Л, 5)=1. Соглас­

но показанному выше, [Л]П[5] =0, т. е. 6[Л], [В])=1. Так как X —нор­
мальное пространство, то существуют открытые множества G, Н^Х, 
G=>[A], Н=>[В], G(\H=$, Х\&=>\В], (Х\5)Л[Л]=0. Далее, существу­
ют открытые М, N<=X, Л/=з[Л], N=>X\G, Обозначим С=Х\М, 
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D=X\X, имеем CUD=X, причем [А]ПС=$, [В]ПО=0, т. е. 6(^4, С)=1, 
6(5, D) =1. Итак, би является РТ\Е. Отсюда, согласно теореме 2, семейст­
во ЭЯ является UT&1.

Семейство ЭЯ не является U1\w, если X не паракомпакт.
Если нормальное ^-пространство X не паракомпакт, то согласно тео­

реме Стоуна ((6), стр. 80), ЗЯ не является UTpv.
Обозначения. Пусть Y — расширение пространства X; би — бли­

зость на Y, порожденная равномерностью 'З/'— равномерность на X, 
индуцируемая равномерностью 7/ на Y, т. е. <2/' состоит из покрытий X, 
получающихся при пересечении X с покрытиями из б'и — близость на 
X, индуцируемая близостью би; би' — близость на X, порожденная равно­
мерностью <2/'.

Теорема 3. Пусть Y — расширение Т^пространства X, — Т^рав­
номерность (UTA на Y. Тогда б'и=8и'.

Доказательство. Пусть А, Вс=Х, 8'и(А, В)=1, другими словами, 
би(Л, 5)=1, т. е. существует а&Н такая, что sta АГ)5=0, значит, sta- ЛЛ 
ПВ=0 (где а'={С7'; U'=UnX, U^a}). Следовательно, би'(Л, 5)=1. На­
оборот, пусть А, В<=Х, би'(А, 5)=1, т. е. существует такое, что
sto, ЛП5=0, но а'={5'; (7'=5ЛХ, £7еа}, значит, sta ЛП5=0, следова­
тельно, би(Л, 5) =1, отсюда б'и(Л, 5) —1.

Следствие. Любая близость РТ^А порождается UTia.
Действительно, пусть X — ^-пространство, б — близость PTiA на X, 

совместимая с топологией пространства X. Согласно теореме 6 из (4) бли­
зость б порождает сва-бикомпактификацию сваХ. Рассмотрим равномер­
ность ЭЯ для сваХ; согласно теореме 3, 6'®=б.

Кишиневский политехнический Поступило
институт 15 III1973
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