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1. Как известно, замкнутое множество F во вполне регулярном (иные 
в заметке не рассматриваются) пространстве Т называется Р-множест- 
в о м, если оно содержится во внутренности любого С6-множества E=>F. 
Одноточечное/’-множество называется Р-точкой (10). Пространство, 
сплошь состоящее из /’-точек, называется /’-пространством.

Изучению /’-точек и /’-пространств посвящена довольно большая лите­
ратура, частично нашедшая отражение в (9). /’-множества изучались зна­
чительно меньше (2_7, “,15). При этом /’-множества в достаточно общих 
пространствах, именно в произвольных бикомпактах, изучались лишь в (7). 
Естественным обобщением приведенных выше понятий являются следую­
щие, на наш взгляд, достаточно интересные и полезные.

Определения 1. Замкнутое Фс/7 называется /'-множеством, 
если оно содержится в замыкании внутренности любого К6-множества 
Е=>Ф. Одноточечное /’'-множество называется Р' -точкой, а пространст­
во, сплошь состоящее из /’'-точек,— /'-пространством.

Мы для простоты будем рассматривать только бикомпактные простран­
ства и В всюду будет обозначать бикомпакт (сразу заметим, что класс би­
компактных /’'-пространств, в отличие от более узкого класса бикомпакт­
ных /’-пространств, включающего лишь конечные пространства, достаточ­
но велик; см. ниже). Для этого случая в определении /’'-множества доста­
точно ограничиться замкнутыми С5-множествами (т. е. нуль-множествами) 
E^F.

В п. 2 изучаются /’'-пространства и пространства непрерывных функ­
ций на них, в пп. 3, 4 — /’'-множества. Изучение /*'-множеств привело к 
новым понятиям усиленно (о)-непрерывных мер и усилению (о)-линей­
ных функционалов. Они рассматриваются в п. 5.

Будем 0-множеством называть всякое нигде не плотное (н.н.п.) 
нуль-множество.

2. Теорема 1. Для бикомпакта В равносильны утверждения: 
1) В — Р'-пространство-, 2) в В нет непустых д-множеств; 3) в В всякое 
конуль-множество регулярно (т. е. канонически открыто); 4) замыкание 
незамкнутого конулъ-множества в В не может быть нулъ-множеством; 
5) если Gn — открытые регулярные множества в В и Gn^GnJri, n^N, 
то UG„ регулярно.

Примерами бикомпактных /’'-пространств являются стоун-чеховский 
нарост р/'\7’ всякого локально-бикомпактного, вещественно-компактного, 
или даже полного относительно некоторой равномерности Т (ибо в [37’\7’ 
нет непустых 0-множеств; см. (12, 14)); р/>\/) для дискретного /?; алек­
сандровская (одноточечная) бикомпактификация aD для несчетного D. 
Класс бикомпактных /’'-пространств замкнут относительно взятия суммы 
или произведения конечного числа пространств и относительно перехода 
к неприводимым образам. В то же время (в отличие от случая /’-прост­
ранств) непрерывный образ /’'-пространства, а также его замкнутое 
(и даже регулярное замкнутое) подмножество не обязаны быть /’'-прост­
ранствами. Отметим еще, что если 5 —/’'-пространство, а уеГ,— 
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произвольный набор изолированных точек из В, то «вставляя» вмести 
каждой t-t какое-нибудь Р'-пространство В.., получаем новое Р'-простран- 
ство.

Перейдем к векторно-структурным характеристикам Р'-пространств.
Лемма. Точка t^B — Р'-точка^^точечный функционал ft(x)=x(t) 

(о)-линеен в векторной структуре Х—С (Р).
Теорема 2. Для бикомпакта В равносильны утверждения: 

1) В — Р’-пространство; 2) в Х=С(В) всякий (Ь)-линейный функционал 
(о)линеен; 3) если int хп=0 в X, то inf {z„(Z)}=0 V£<=B; 4) в X
(o')-сходимость последовательности совпадает с равномерной (и значит, 
со сходимостью с регулятором (8)); 5) в X выполнена теорема о диаго­
нальной последовательности (и в частности, имеет место свойство Его­
рова) ; 6) всякая монотонная норма в X непрерывна, т. е. для нее выпол­
нено условие (А) Л. В. Канторовича ((8), гл. VII, § 6).

Замечание. Приведем еще некоторые утверждения, равносильные 
1)—6): 7) в А всякий точечный функционал (о)-линеен; 8) в X («^-сходя­
щаяся последовательность сходится поточечно на В; 9) в X (*)-сходи­
мость (т. е. звездная сходимость в смысле П. С. Александрова — II. С. Уры- 
сона (‘) по отношению к (о)-сходимости) последовательности влечет ее 
поточечную сходимость; 10) для любой монотонной нормы в X (Ь)-схо­
дящаяся последовательность сходится поточечно.

Поскольку, как известно, для бесконечномерного А0-пространства 
ограниченных элементов условия 4) или 5) выполняться не могут, беско­
нечный квазиэкстремально-несвязный (базисно-несвязный) бикомпакт не 
может быть Р'-простраиством (факт почти очевидный и сам по себе).

Пусть В — Р'-пространство без изолированных точек. Тогда в банахо­
вой структуре Х=С(В) выполнено условие (А) Л. В. Канторовича, 
но условие (А') не выполнено ни на каком ненулевом Z-идеале. Первый 
пример такого рода был сложным путем построен в (16).

Теорема 3. Для бикомпактного Р'-пространства В выполнены сле­
дующие утверждения: а) если В бесконечно, то оно не удовлетворяет ус­
ловию Суслина; б) в В всякое замкнутое множество есть Р'-множество; 
в) если |Р|>1, то в В есть P-множество, отличное от ф и В; г) если в В 
нет изолированных точек, то в нем есть P-множество, не являющееся 
открыто-замкнутым; д) если В имеет базис мощности то в В есть 
Р-точки.

Последнее утверждение обобщает известный результат У. Рудина (13) 
о том, что в )>А'\А? в предположении СН (она гарантирует существование 
нужного базиса) имеются Р-точки.

3. Теорема 4. Для замкнутого Ф<=5 равносильны утверждения: 
1) Ф— Р'-множество; 2) след на Ф всякого О-множества — ^-подмножест­
во в Ф (т. е. 0-множество в Ф в относительной топологии); 3) если G от­
крытое регулярное и СПФ=/=ф, то (?ПФ не погружается в 0-множество; 
4) то же для любого открытого G.

Следующий результат, дающий векторно-структурную характеристику 
Р'-множеств, в полном объеме впервые был доказан Г. Я. Ивановой.

Теорема 5. Замкнутое Ф^В является Р'-множеством-ol — идеал 
1Ф={х^С(В): ж(Ф)=0} о-замкнут, т. е. если (хД^1ф и z=sup 
ТО Х<^1а>.

Предложение 1. В бикомпакте В выполнены утверждения: а) если 
фт — Р'-множества, то UOV — тоже Р'-множество; б) во всяком замк­
нутом Е—В> содержится наибольшее Р'-множество; в) совокупность всех 
Р’-множеств — полная структура, являющаяся полной верхней подполу­
структурой (но не обязательно, подструктурой], даже для отрезка) в струк­
туре всех замкнутых множеств в В.

Предложение 2. Всякое Р'-множество представимо в виде объеди­
нения замкнутого регулярного (а оно всегда Р'-множество) и н.н.п. 
Р' -множества.
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Теорема 6. В бикомпакте В имеется Р'-множество, не являющееся 
регулярным <^В не удовлетворяет условию Суслина.

Теорема 7. Если F — Р'-множество в В, а Ф — Р'-подмножество в F, 
то Ф — Р'-множество в В.

Теорема 8. Для Р'-множества Ф<=Р выполнены утверждения: 
а) Ф=^ф не погружается в объединение последовательности ^-множеств 
из В; б) в то же время, если U n^N} плотно в В, то и{Р„ЛФ} плотно 
в Ф.

Теоремы 6—8 можно в некотором смысле рассматривать в качестве 
перенесений и обобщений соответствующих результатов из (е, 7) о Р-мно- 
жествах в произвольных либо квазиэкстремально-несвязных бикомпактах 
(в последних классы P-множеств и Р'-множеств совпадают). Другие свой­
ства P-множеств (6, ’) на Р'-множества не переносятся. Например, н.н.п. 
Р'-множество, в отличие от н.н.п. P-множества, может целиком содержать 
непустое 0-множество из В.

4. Определения 2. Будем говорить, что замкнутое Ф<=5 является 
наследственным Р' - множеством (слабо наследствен­
ным Р'- м н о ж е с т в о м), если ФЛР — Р'-подмножество в F для любого 
замкнутого F (если Ф — Р'-подмножество в любом замкнутом Р=Ф). Если 
рассматривается не любое F, а лишь F из некоторого класса замкнутых 
множеств, содержащего В, то будем говорить, что Ф — наследственное 
(слабо наследственное) в данном классе Р'-множество.

Теорема 9. Для замкнутого Фг-Р равносильны утверждения: 
1) Ф — P-множество-, 2) Ф — наследственное Р'-множество-, 3) Ф — наслед­
ственное в классе замкнутых регулярных множеств Р'-множество.

Определения 3. Замкнутое Ф<=В будем называть Р+'-множест- 
в о м (понятие промежуточное между понятиями P-множества и Р'-мно- 
жества), если Int 2ПФ = Ф для любого нуль-множества 2=зф.

Теорема 10. Для замкнутого Ф-В равносильны, утверждения: 
1) Ф — РД-множество-, 2) Ф — слабо наследственное Р'-множество; 
3) Ф — слабо наследственное в классе Р'-множеств Р'-множество; 4) Ф яв­
ляется РД-подмножеством в любом Р—Ф.

Теорема 11 (ср. с теоремой 4). Для замкнутого фсВ равносильны 
утверждения: 1) Ф — РД-множество; 2) след на Ф границы любого нуль­
множества Z—Ф есть н.н.п. подмножество в Ф; 3) то же без требования 
И=>Ф; 4) если G — открытое регулярное и б?АФ¥=ф, то GO® не погружа­
ется в границу никакого нуль-множества из В; 5) то же для любого от­
крытого G.

Отсюда вытекает, например, что всякая непустая граница нуль-мно­
жества в Р'-пространстве есть Р'-множество, не содержащее непустых 
Р+'-множеств из В и, в частности, P-точек (очевидно, понятие Р+'-точки 
равносильно понятию Р-точки).

Очевидно, предложение 1 переносится на случай Р+'-множеств. По­
скольку, как известно (7), множество иФ?, где все Ф? — Р-множества, 
не обязаны быть P-множеством, мы тем самым получаем большой класс 
собственно Р+'-множеств.

5. Определения 4. Положительный (соответственно регулярный)
функционал / в векторной структуре X будем называть усиленно 
(о)-линейным, или (о+)-линейным, если для любой последова­
тельности элементов X найдется последовательность такая,
что уп^хп и sup {f(z/n)}=inf {/(;£„)} (соответственно если он представим 
в виде разности двух (о+)-линейных положительных).

Определения 5. Регулярную борелеву меру н на бикомпакте В 
будем называть (о) - непрерывной (усиленно (о) - непрерыв­
ной, или (о+)-н е п р е р ы в н о й), если (о)-линеен ((о+)-линеен) по­

рожденный ею на С(5) функционал /(-г) = х(Д) dp,.
В
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Теорема 12. Регулярная борелева мера ц (о+)-непрерывна -<=>р, 
■аннулируется на границах всех нулъ-множеств.

Напомним, что р, (о)-непрерывна -<=^р, аннулируется на всех 0-мно- 
жествах.

С л е д с т в и е. Носитель (о)-непрерывной ((о+) -непрерывной) меры— 
Р'-множество (РД-множество).

Теорема 13. Для регулярной борелевой меры р, равносильны ут­
верждения: 1) р (о+)-непрерывна-, 2) р наследственно (о)-непрерывна, 
т. е. (о)-непрерывен ее след на всяком замкнутом F-, 3) р слабо наслед­
ственно непрерывна, т. е. (о)-непрерывен ее след на всяком замкнутом 
F=5supp р; 4) (о)-непрерывен след р на всяком замкнутом регулярном 
F^supp р.

Теорема 14. Регулярный f (о+)-линеен <=> для любой ограничен­
ной хД найдется уД такая, что уп^хп и для всякой znt, для которой 
yn^zn*Sxn, существует lim f (zn) =lim f(xn).

Теорема 15. Совокупность всех (о+)-линейных функционалов в 
векторной структуре X является компонентой (полосой) в пространстве 
всех регулярных функционалов в X, содержащейся между компонентами 
всех (о)-линейных и всех вполне линейных функционалов в X.

Пусть ср — (векторно-структурный) гомоморфизм векторной структуры 
X на векторную структуру У. Тогда всякому регулярному на X функцио­
налу / естественным образом сопоставляется регулярный на У функцио­
нал Для />0 соответствие выглядит так: если z/^О, то fv(y) =inf {f(x): 
ц>(х)=у, x^Q}.

Теорема 16. Пусть X — архимедова векторная структура, f — регу­
лярный функционал на X. Равносильны утверждения: 1) / усиленно 
(о)-линеен: 2) образ f — функционал fv (о)-линеен при любом гомомор­
физме ср; 3) образ f (о)-линеен при любом a-гомоморфизме ср, для кото­
рого /(ср_1О)=О; 4) (только для случая Х=С(В)) образ f (о)-линеен при 
любом гомоморфизме X вида Х1Х', где X' — произвольная компонента 
eXuf(X')=0.

Теорема 17. Пусть /5*0 (о)-линейный функционал на архимедо­
вой X, оХ — G-пополнение X, т. е. наименьшее Ка-пространство, содержа­
щееся между X и его К-пополнением по Дедекинду — Клиффорду — 
Юдину. Равносильны утверждения: 1) / (о+) -линеен-, 2) f имеет един­
ственное положительное распространение на оХ; 3) see положительные 
распространения f на оХ (о)-линейны.

Понятие (о+)-линейности и соответствующие результаты могут быть 
обобщены со случая функционалов на случай операторов.
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