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(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 14 IV 1973)

В ('') предложена теория приближенных методов, основанная на прин­
ципе компактной аппроксимации (п.к.а.). Ниже п.к.а. распространяется 
на более широкий класс уравнений. Приводится теорема о приближенном 
решении сингулярных интегродифференциальных уравнений (с.и.д.у.).

1°. Линейные уравнения. Даны 5-пространства X, Y, их подпро­
странства Хп, Yn и операторы Qm Рп, проектирующие X и Y на Хп и Yn 
соответственно.

Последовательность линейных операторов (п.л.о.) ЛГ„е[Ап,->Уп] *,  
к.а. оператор As [Х-> У ] на Х„, если (‘):

* [Х-* У] означает пространство линейных операторов, отображающих X в У.
И

а) \\Кх—KnQnx\\-^() при для любого х^Х\ Qnx-+x;
б) множество Кхп—Кпхп компактно для любой последовательности 

х ,.^Хп, ||а:п|| ■ 1.
Имеются уравнения: точное

Кх=х+Нх=у

и последовательность приближенных

Кпхп=хп+ И rtXn у п.
Теорема 1. Пусть п.л.о. QnH — к.а. оператор И на X, а п.л.о. Нп — ком­

пактная аппроксимация последовательности линейных операторов Q„H 
иа Хп.

Тогда, если уравнение Кх—у разрешимо при любой правой части, 
то при достаточно больших п уравнения Кпхп=уп разрешимы при любой 
правой части и справедлива оценка

р(Х\ Х„‘)^Л[||ЯП-(?ПЯ|| ||(?„а:’||+||(/-^п)ж’||],
где X*  и Хп* — множества решений уравнений Кх—у и Кпхп=уп, I — еди­
ничный оператор.

Обозначим через К оператор, отображающий фактор-пространство 
X/Хй на X (Хо — пространство нулей оператора К).

Теорема 2. Пусть выполнены условия: а) для любого хп^Хп

||Апяп—(п) ||жи||;

б) для любого хп^Хп существует yn^Yn такой, что

||Ах„—р„||^е2(п) ||ж„||, \\РпКхп—pj<e2(n) ||хп||;

в) если Хп —решение уравнения Кх—уп, Ае[А-»-У], то существует 
такое хп<=Хп, что

Hz»0—£nll^e3(n) ||хп°||.



Тогда, если уравнение Кх—у разрешимо при любой правой части, 
то при п таких, что

?=2[ei(n)(l+e3(n))+e3(n)|imill^-,ll<l,

уравнение Кпхп=уп, Kn^[Xn-+Yn], разрешимо при любой правой части 
и справедлива оценка

р(Х\ Хп*)^8\\К-Т<Л+ьЛп)-)  [е1(п)+2е2(и) ] ||г/J|+2||JM||ly-уп\\.

* Ранги 10 и 1к можно заменить степенями старших делителей, соответствующих 
Хо и Х3п.

2°. Проблема собственных значений. Рассмотрим в комп­
лексном банаховом пространстве X уравнение х=Т0Нх, №[Х-*Х],  и по­
следовательность приближенных уравнений а:п=Х;!„Ят,а:„, Нп^[Хп-*-Х п]. 
Здесь Хо и Kkn соответственно собственные значения первого и второго урав­
нений.

Возмущенный метод Галеркина в проблеме собственных значений изу­
чен в (2), а метод к.а,— в (’).

Теорема 3. Пусть |Х0—XSn|-»-0, Хо, Х*„,  к=1, . .., тп, имеют ранги 
lo, Ih-

Тогда справедливы оценки *
|Хо-Хйп I <Л2[ \\H—QnH\\+\\QnH—Hn\\ ] р (ж'0>, ) <Л3 (IXo-XSn I i-”+1 +

+\\H-QnH\\+\\QnH-Hn\\),

где v^£i^l0, Z=niin (Zo, Z,+Z2+ . .. +Zm),

хУ<=Х?.={хп^Хп: (,1-КпНпУхп=0}, Х„(О={х0еХ: (7-ХоЯ)^о=О}.

Теорема 4. Пусть H и Нп — правильные операторы, | Хо—XftIl | ->-0 при 
п-+°°. Тогда

|Хо—ХЛп|=? |ХАп| (е1(н)+е2(н))/(1—е2(«)).
3°. Нелинейные уравнения. Пусть даны уравнения: точное 

Кх=0, где К — нелинейный оператор из X в X, и последовательность при­
ближенных КпХп=0, где Кп — нелинейные операторы из Х„ в Хп.

Теорема 5. Пусть оператор К дифференцируем по Гато в X, а опера­
тор Кп в Х„, уравнение Кх=0, имеет решение х*,

||ж* —(?na;*||^e 1(«), е1(те)->0,

и оператор К’ (ж*)  имеет ограниченный правый обратный оператор R(x") 
с нормой Во. Пусть выполнены условия-.

1) \\Kx* —KnQ„x*\\<& 2(n}, е2(м)->0;
2) п.л.о. QnK'(х*)  к.а. оператор К’ (х*)  на X;
3) п.л.о. К(Q,x*)  к.а. п.л.о. QnK'(x*)  на Х„;
4) в сфере 5{х; ||ж—ж*||^е 1(п)+2В0е2(п)/(1—д)}, ^<1; ||AVCri) — 

—K„'(x2)\\^q/(2B0), xl,x2^Xn.

Тогда при достаточно больших п уравнение Кпхп=0 имеет решение хп*,  
для которого справедлива оценка „ж* —ж/||->0. Если х*  и хт' лежат в обла­
сти значений оператора В(х*),  то

Пж’—жп*||^Л 4||Яхп*—

Замечание. Если K^[X-*~Y]  и Kn^[Xn-+Yn], то вместо условий 2) 
и 3) следует положить:

2') для каждого хп^Хп

\\PnK'(Qnx")xn—Кп' (Qnx*)x n\\<E3(n) ||ж„||;
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3') если х° — решение уравнения К'{Q пх*~)  х^=у п, yn^Yn, то существует 
такое хп^Хп, что ||х0—ж„|| ^е4 (?г) Цге0||, е3(п), е4(п)^-0 при

4°. Приближенное решение нелинейных с.и.д.у. Рассмот­
рим с.и.д.у.

Kx=a(t, x(t),.. .,х{т) (t)) + .
+ (ni)_1 J h(t, x,x(x),.. .,x{m) (t)) (t—t)-1 dx=f(t) (1)

L

при условиях
§x(t)t~k-ldt=O, k=0, i,..., m—1, (2)
L

где L — единичная окружность с центром в начале координат. Будем счи­
тать, что a'ui (t, ио,..., ит)^На, t... b h"ui (t, x, u0,..., um)<=

a, a, 1,..., 1, / 0, . . . , 772.

Приближенное решение задачи (1), (2) ищется в виде полинома
п —1

х (t)°^'i+’n+у, «л
А=0 k=—n

коэффициенты {«J которого определяются из системы уравнений
1 2я

Rx=p[aXs,x(s),..., х<т) («)) + —— f [Pa[[/i(s,o,x(o),..., х<тп)(о))]-
о

-i [ [ h (s, s, x (о),..., x(m) (о)) —h (s, s, x (s),..., x(m) (s)) ] X
2n /

X ctg ((o-s) /2) ] ] ] - i У, р/г (s, sh, x (sh)x(m) (sh)) —

A=0

-A(s,s,x(st),..., x(m)(sft)) ]ctg —~i|\(o) pa| = P[/(s)], (3)

где P — оператор проектирования на множество интерполяционных поли­
номов по узлам Sk—^knl (2га+1), /с=0,..., 2n, a(s) =a(e,s), S<n(s) =Ж(Л (e’s), 
7=0,.. ., т, означает суммирование по k=£j, ipA(s) — фундаменталь-

А
ные тригонометрические полиномы степени п по узлам sh.

Введем следующие пространства функций: X=Hi,rn — пространство 
функций, удовлетворяющих условию (2) и имеющих производную т по­
рядка, входящую в класс Гёльдера Яр, с нормой

||ж||=7И<т) (х)+Я<т) (х; р) = У max la:"11 (i) 1 +

+ sup |ж(т) (t2)— х(т) (tt) l/l/2—tj₽;

У — пространство функций, удовлетворяющих условию Гёльдера с нор­
мой

||г/||=/И<01(г/)+Я(0)(у);

Х<=Х— пространство функций вида x(t); Y<=Y — пространство полиномов 
степени не выше п.

Обоснование метода проводится при р<сс/2. Операторы К и R имеют 
производные Фреше К' и R' в пространствах X и X, причем справедливо 
неравенство

||Я'(ж,)-Я/(а:2)||<45||а;1-а:2||.
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Воспользовавшись неравенством М. Рисса (‘), можно показать, что 
Ц^'(^) — ||<АвиЧп2 nllxt—х2||. Пусть х*еЯ а — решение задачи (1),
(2) и пусть существует ограниченный правый обратный оператор Я(х*)  = 
= [Л’/(х*)  ]г-1 с нормой Во. При п таких, что Qi=A7/na_p<l, оператор 
Я'(х°), х°=Тпх', имеет ограниченный правый обратный Я(х°) с нормой 
||Я(х°) ||<В0/(1—<?1). Здесь — оператор проектирования на полиномы 
наилучшего приближения степени п в равномерной метрике. Воспользо­
вавшись идеей (5) сведения с.и.у. к эквивалентным краевым задачам, ре­
зультатами п. 3° и неравенством М. Рисса, можно показать, что при 
g2=niax{g1, As In2 ге/п“_^}<1 оператор Я'(х°) имеет линейный обратный 
с нормой || [R'(x°) ]_,||<_49 In п.

Теорема 6. Пусть краевая задача (1), (2) имеет в некоторой сфере S 
единственное решение х*,  существует ограниченный правый обратный опе­
ратор [Л'(х*)  ]г_|.

Тогда при п таких, что д=Л10 In5 п/па_2р<1, уравнение (3) имеет такое 
решение х\что Цат’—Ж’||<4tl In2 nlna~\
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мание к работе.
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