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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению  

l-арных факторгрупп l-арной группы < Ak, s, , k > 
специального вида по её полуинвариантным  
l-арным подгруппам, является продолжением 
статьи [1] и составляет с ней единое целое, что 
отражено в названиях обеих статей. В связи с 
этим нумерация разделов в настоящей статье 
продолжает нумерацию разделов в [1]. Сохраня-
ется преемственность в отношении соглашений, 
определений и обозначений из [1], все они оста-
ются в силе и в данной статье. В ней ссылки на 
результаты из работы [1] даются без указания на 
эту работу. Например, ссылка на теорему 2.1 
означает, что имеется в виду теорема 2.1 из раз-
дела 2 в [1]. Одной из основных целей данной 
статьи является доказательство того, что в случае 
цикличности n-арной факторгруппы < A / B,  > 
любой её смежный класс может быть l-арной 
подгруппой l-арной группы < Ak, s, , k >. 

3 Вспомогательные результаты 
Сформулируем несколько утверждений, ис-

пользуемых при получении основного результата. 
Лемма 3.1. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её полуинвариантная n-арная подгруп-
па. Тогда 
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Доказательство. Используя полуинвари-
антность < B,  > в < A,  > и определение косого 
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Следовательно, доказываемое равенство верно.  

Лемма 3.2. Пусть < A,  > – n-арная группа, 
< B,  > – её полуинвариантная n-арная подгруп-
па. Тогда 
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для любого целого m. 
Доказательство. Для n = 2 доказываемое 

равенство верно. Поэтому считаем n  3. 
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Используя определение полиадической сте-
пени для случая m = 0, получим 
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Если m  0, то, используя определение по-
лиадической степени и полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, получим 
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то есть для m  0 доказываемое равенство верно. 
Если m  0, то, снова используя определе-

ние полиадической степени, полуинвариантность 
< B,  > в < A,  >, а также лемму 3.1, получим 
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то есть для m  0 доказываемое равенство верно.  
Замечание 3.1. Так как 
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то лемма 3.1 содержится в лемме 3.2 при m = – 1. 
Лемма 3.3. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её n-арная подгруппа, d1, …, dl–1  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста, то 

(d1 … dl–1B) = B,             (3.1) 
(Bd1 … dl–1) = B;                (3.2) 

2) если верно равенство (3.1) или равенство 
(3.2), то существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности d1 … dl–1 и 
b1 … bn–1 эквивалентны в смысле Поста. 

Доказательство. 1) Так как последователь-
ности d1 … dl–1 и b1 … bn–1 эквивалентны в смыс-
ле Поста, то 

(d1 … dl–1b) = (b1 … bn–1b) 
для любого b  B, откуда следует 

(d1 … dl–1B)   B. 

Так как для любого b  B уравнение 
b = (b1 … bn–1x) 

имеет решение x = c  B, то 
b = (b1 … bn–1c), 

откуда и из эквивалентности в смысле Поста по-
следовательностей d1 … dn–1 и b1 … bn–1 следует 

b = (d1 … dl–1c). 
Следовательно, 

B   (d1 … dl–1B). 
Из доказанных включений следует требуе-

мое равенство. 
2) Если верно равенство (3.1), то для любого 

c  B имеем 
(d1 … dl–1c) = b  B.          (3.3) 

А так как < B,  > – n-арная группа, то для 
c, b  B, в ней разрешимо уравнение 

(x1 … xn–1c) = b. 
Следовательно, найдутся такие b1, …, bn–1  B, 
что 

(b1 … bn–1c) = b.                (3.4) 
Из равенства правых частей в (3.3) и (3.4) следу-
ет равенство 

(d1 … dl–1c) = (b1 … bn–1c), 
что означает эквивалентнсть в смысле Поста по-
следовательностей d1 … dl–1 и b1 … bn–1. 

Для равенства (3.2) доказательство прово-
дится аналогично.                                                    

Следствие 3.1. Пусть < A,  > – n-арная 
группа, < B,  > – её n-арная подгруппа, d  A. 
Тогда: 

1) если существуют элементы b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 
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2) если верно равенство (3.5) или равенство 
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Лемма 3.4. Пусть < A,  > – n-арная группа, 

< B,  > – её n-арная подгруппа, существуют 
натуральное i и элементы a  A, b1, …, bn–1  B 
такие, что последовательности 
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которая в силу перестановочности любого эле-
мента со своим косым, эквивалентна в смысле 
Поста последовательности 
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также являющейся нейтральной. Заменив в этой 
последовательности каждую последовательность 
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Из нейтральности последовательности (3.7), 
а значит и последовательности (3.8), следует 
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где 
d = (b1 … bn–2cb)  B. 

Так как < B,  > – n-арная группа, то для 
b, d  B в ней разрешимо уравнение 

(x1 … xn–1d) = b. 
Следовательно, найдутся такие c1, …, cn–1  B, 
что 

(c1 … cn–1d) = b.             (3.10) 
Из (3.9) и (3.10) следует равенство 
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что означает эквивалентнсть в смысле Поста по-
следовательностей 
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Полагая в лемме 3.4 i = 1, получим 
Следствие 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 

группа, < B,  > – её n-арная подгруппа, сущест-
вуют элементы a  A, b1,…,bn–1  B такие, что 
последовательности 
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c1, …, cn–1  B. 

 

Нам понадобится также следующая 
Теорема 3.1. Пусть < B,  > – n-арная под-

группа полуабелевой n-арной группы < A,  >, 
отличная от неё; существуют элементы d  A, 
b1, …, bn–1  B такие, что последовательности 
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  и b1 … bn–1 эквивалентны в смысле По-

ста; подстановка  из Sk удовлетворяет усло-
вию n  , l = . Тогда справедливы все ут-
верждения теоремы 2.1. Кроме того, универ-
сальная алгебра < Hk, n, , k > является полуинва-
риантной, но не n-полуинвариантной l-арной 
подгруппой в полуабелевой l-арной группе 
< Ak, n, , k >, которая не является n-полу-
абелевой. 

Доказательство. 1) В полуабелевой n-арной 
группе < A,  > n-арная подгруппа < B,  > явля-
ется полуинвариантной. Кроме того, по условию 
теоремы, при i = 2 подстановка (i–1)(n–1) = n–1 не 
является тождественной. Таким образом, выпол-
няются все условия теоремы 2.1. Следовательно, 
справедливы все утверждения этой теоремы. Ос-
талось применить теорему 4.5 из [2], по которой 
< Ak, n, , k > – полуабелева l-арная группа, не 
являющаяся n-полуабелевой.                                 

Замечание 3.2. Если  – нетождественная 
подстановка, для которой подстановка n являет-
ся тождественной, то n  , l = , где  
l = n(n – 1) + 1. Поэтому в теореме 3.1 в качестве 
подстановки  можно выбрать нетождественную 
подстановку с условием n+1=  и положить 
l = n(n – 1) + 1. 

 
4 Основные результаты 
Теорема 4.1. Пусть < B,  > – полуинвари-

антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 
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1) для любого смежного класса H n-арной 
факторгруппы < A / B,  > декартова степень Hk 

замкнута относительно l-арной операции s, , k, 
а универсальная алгебра < Hk, s, , k > является 
полуинвариантной l-арной подгруппой l-арной 
группы < Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подстанов-
ка (i–1)(n–1) не является тождественной, то  
l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не является  
n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Доказательство. 1) Так как n-арная фактор-
группа < A / B,  > является циклической, 
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порождаемой элементом 
1

( ),
n

a B B


   то любой 

элемент H этой n-арной факторгруппы совпадает 
с некоторой степенью порождающего элемента. 
Будем для определенности считать 

H = [ ]

1

( ( )) r

n

a B B


   

для некоторого целого r. По лемме 3.2 
H = [ ]

1

( ).r

n

a B B


   

Пусть r ≥ 0. Так как последовательность 


1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста последова-

тельности b1 … bn–1 для некоторых элементов 
b1, …, bn–1  B, то 

[ ] [ ]

1

( ( ) )r r

l n

a a B B


     = [ ] [ ] [ ]

1 1

( )r r r

l n

a a a B B
 

   = 

= [ ]

( 1) 1 ( 1) 1 1

1

( ( ) ( ) )r

r n r n n

l

a a a a a B B
    



       


 = 

= [ ]

1 1 1

( 1) 1

( )r

l l n

r n

a a a a a B B
  

 

     


 = 

= [ ]
1 1 1 1

1( 1) 1

( )r
n n

nr n

a b b b b B B 

 

      = 

= [ ]

1

( ),r

n

a B B


   

то есть 
[ ] [ ]

1

( ( ) )r r

l n

a a B B


     = [ ]

1

( )r

n

a B B


  .  (4.1) 

Если теперь r ˂ 0, то по лемме 3.4 последо-
вательность 

1l

a a


  = 
( 1)s n

a a




 эквивалентна в смысле Поста последовательно-
сти c1 … cn–1 для некоторых c1, …, cn–1  B. А так 
как, кроме того, последовательность 

1l

a a


  эк-

вивалентна в смысле Поста последовательности 
b1 … bn–1 для некоторых b1, …, bn–1  B, то 

[ ] [ ]

1

( ( ) )r r

l n

a a B B

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1
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     = [ ]

1

( ),r

n

a B B


   

то есть и для r ˂ 0 верно равенство (4.1), следст-
вием которого является следующее равенство 

[ ] [ ] [ ]

3

( r r r

n

a a a


 
[ ] [ ]

1

( ( ) ) )r r

l n

a a B B B


     = 

= [ ] [ ] [ ]
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( r r r

n
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[ ]

1

( ) ).r

n

a B B B


   

Из этого равенства в силу нейтральности после-

довательности [ ] [ ] [ ]

2

r r r

n

a a a


  следует равенство 

[ ] [ ]

1

( )r r

l

a a B


   = B. 

Поэтому, согласно утверждению 2) следствия 
3.1, последовательность [ ] [ ]

1

r r

l

a a


  эквивалентна 

в смысле Поста последовательности u1 … un–1 
для некоторых u1, …, un–1  B. Осталось приме-
нить утверждение 1) теоремы 2.1. 

2) Применяется утверждение 4) теоремы 2.1. 
Полагая в теореме 4.1 i = 2, получим сле-

дующий результат. 
Теорема 4.2. Пусть < B,  > – полуинвари-

антная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, отличная от неё; n-арная факторгруп-
па < A / B,  > является циклической, порождае-
мой смежным классом 

1

( );
n

a B B


   последова-

тельность 
1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста 

последовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H n-арной 
факторгруппы < A / B,  > декартова степень Hk 

замкнута относительно l-арной операции s, , k, 
а универсальная алгебра < Hk, s, , k > является 
полуинвариантной l-арной подгруппой l-арной 
группы < Ak, s, , k >; 

2) если подстановка n–1 не является тож-
дественной, то l-арная подгруппа < Hk, s, , k > 
не является n-полуинвариантной в < Ak, s, , k >. 

Следующая теорема доказывается анало-
гично теореме 3.1, при этом вместо теоремы 2.1 
применяется теорема 4.1. 

Теорема 4.3. Пусть < B,  > – n-арная под-
группа полуабелевой n-арной группы < A,  >, 
отличная от неё; n-арная факторгруппа 
< A / B,  > является циклической, порождаемой 
смежным классом 

1

( );
n

a B B


   последователь-

ность 
1l

a a


  эквивалентна в смысле Поста по-

следовательности b1 … bn–1 для некоторых 
b1, …, bn–1  B; подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию n  , l = . Тогда справедливы 
все утверждения теоремы 4.1. Кроме того, уни-
версальная алгебра < Hk, n, , k > является полу-
инвариантной, но не n-полуинвариантной  
l-арной подгруппой в полуабелевой l-арной группе 
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< Ak, n, , k >, которая не является n-полу-
абелевой. 

Замечание 4.1. В теореме 4.3, как и в тео-
реме 3.1, в качестве подстановки  можно вы-
брать нетождественную подстановку из замеча-
ния 3.2. 

Бинарный случай (n = 2) Сформулируем 
следствия из теорем 4.1–4.3 для n = 2. 

Теорема 4.4. Пусть B – нормальная под-
группа группы A, отличная от неё; факторгруп-
па A / B является циклической, порождаемой 
смежным классом aB; al–1  B, подстановка  из 
Sk удовлетворяет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H фактор-
группы A / B декартова степень Hk замкнута 
относительно l-арной операции [ ]l, , k, а универ-
сальная алгебра < Hk, [ ]l, , k > является полуин-
вариантной l-арной подгруппой l-арной группы 
< Ak, [ ]l, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, l – 1 под-
становка i–1 – не является тождественной, то 
l-арная подгруппа < Hk, [ ]l, , k > не является ин-
вариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Теорема 4.5. Пусть B – нормальная под-
группа группы A, отличная от неё; факторгруп-
па A / B является циклической, порождаемой 
смежным классом aB; al–1  B, подстановка  из 
Sk удовлетворяет условию l = . Тогда: 

1) для любого смежного класса H фактор-
группы A / B декартова степень Hk замкнута 
относительно l-арной операции [ ]l, , k, а универ-
сальная алгебра < Hk, [ ]l, , k > является полуин-
вариантной l-арной подгруппой l-арной группы 
< Ak, [ ]l, , k >; 

2) если подстановка  не является тожде-
ственной, то l-арная подгруппта < Hk, s, , k > не 
является инвариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Теорема 4.6. Пусть B – подгруппа абелевой 
группы A, отличная от неё; факторгруппа A / B 
является циклической, порождаемой смежным 
классом aB; al–1  B, подстановка  из Sk удов-
летворяет условию 2  , l = . Тогда для лю-
бого смежного класса H факторгруппы A / B 

декартова степень Hk замкнута относительно  
l-арной операции [ ]l, , k, а универсальная алгебра 
< Hk, [ ]l, , k > является полуинвариантной, но 
неинвариантной l-арной подгруппой в полуабеле-
вой l-арной группе < Ak, [ ]l, , k >, которая 
не является абелевой. 

Полагая в теореме 4.6 l = 3, получим 
Следствие 4.1. Пусть для нетождествен-

ной подстановки   Sk подстановка 2 являет-
ся тождественной, B – подгруппа абелевой 
группы A, отличная от неё; факторгруппа A / B 
является циклической, порождаемой смежным 
классом aB; a2  B. Тогда для любого смежного 
класса H факторгруппы A / B декартова степень 
Hk замкнута относительно тернарной операции 
[ ]3, , k, а универсальная алгебра < Hk, [ ]3, , k > 
является полуинвариантной, но неинвариантной 
тернарной подгруппой в полуабелевой тернарной 
группе < Ak, [ ]3, , k >, которая не является 
абелевой. 
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