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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 22 11973)

Пусть Ж=(Х1, х2,..., xn)^Rn, Н={(х0, x)^Rn+i: 0<xa<h},
Г°= {(0, х) ^Rn+1}, Г = {(h, х) еТ?п+1}.

Рассмотрим в полосе И уравнение

п п

Ей /ъ (*Го, х) UxoXq Clij^Xth Е) иХ1х1~^~ао(х<Ь Е) tlx^A \ (IpZxiE(ILb-—f 1 (1)

k(xo,x)^O, [a„(a:<„x)g,^>7n|^|2, т>0, ^^Rn, (х0,х)^И;
i,J=l

k(x0, x), ац, at, a0, a^C°° (НиГ°иГл).
glal 

\Dak\, |D“ayl, |P“a0|, \Daa\^M|al<°°, D“=-------- -—
oxa°... dxan 0 n

| a | =ao+aj+ ... +a„, i, /=1, 2,..., n.

Отметим, что в класс уравнений (1) входят строго гиперболические, па­
раболические, вырождающиеся гиперболические уравнения и др.

Задача Коши для уравнения (1) в случае n=l, к(х0, х)=х<>т, 0^т<2, 
изучалась многими авторами (см. (*, 2, 4)). Из последних работ, посвящен­
ных изучению уравнения (1), отметим работы (5_9).

В настоящей заметке ставится «видоизмененная» задача Коши (‘,4) 
с данными на гиперплоскости Г0. При некоторых условиях на коэффици­
енты и правую часть уравнения (1), которые будут приведены ниже, до­
казана разрешимость задачи Коши с однородными начальными условиями 
в пространствах Соболева W2q(H'). Приводятся примеры, показывающие, 
что нарушение наших условий на коэффициенты уравнения может привес­
ти как к неединственности, так и к несуществованию решения задачи 
Коши.

Пусть Г+={(0, *)еГ°: ЦО, я)>0}, Г,=Г+, Г2=Г°\Г1.
Задача Коши. Найти решение уравнения (1) в области И такое, что 

ы|г°=Гр(^), Ихо|г,='ф(^), (2)
где ф (ж), гр (х) — заданные функции.

Всюду ниже будет рассматриваться задача Коши с однородными на­
чальными условиями, т. е. ф(ж) =0, гр (ж) =0.

Как обычно, через W2q(H) обозначим пространство Соболева (3) 
с нормой

dH, (и, и) 0= J uv dH.
н laKg и
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Через CL обозначим класс функций из С" (Я) П РИ22(Я), удовлетворяю­
щий краевым условиям (2).

Наряду с задачей Коши (1), (2) рассмотрим задачу Коши для «возму­
щенного» уравнения е>0:

•/увЩ ен-ехохо~Ь ', (3)

и. (О, ж)=щи(0, ж)=0. (4)
Через CLz (е>0) обозначим класс функций из С" (Я) ПРК22(Я), удовлет­

воряющий краевым условиям (4), и будем считать, что CLo=CL, Lou=Lu.
Лемма. Пусть существует константа Х0>0 такая, что

2ао(яо, ж)—Лхо(ж0, х) +2Хо& (#о, я)>6>0. (5)
Тогда имеет место следующее неравенство:

(Leu, /ихЛ^бИргМ
h

02+с(Х) [ ^ИргцИо2

г=1

lim с (%)=+<»,
00

где р (ж0, X) =ехр (—Кх0).
Доказательство этой леммы очевидно и проводится интегрированием 

по частям.
Теорема 1. Пусть выполнено условие (5), и, кроме того,

2ао(,Хо, х)+кп(х<>, х) +2Х0&(х0, ж)>б,>0, (6)
/ (х0, я) е-С“ (Я) П Ж2‘ (Я), / (0, х) =0.

Тогда существует и притом единственное решение задачи Коши (1), (2) 
из пространства Соболева W22(H).

Доказательство. Единственность решения следует из 
леммы. Докажем существование решения задачи Коши.

Из предположений на коэффициенты и правую часть уравнения сле­
дует, что для любой функции /(хо, ж) существует единственное решение 
задачи Коши (3), (4) (е>0), иееС“(Я)ПИ722 (Я).

Так как функция / (<г0, ж) обращается в нуль на Г°, то из уравнения (3) 
следует, что и ехохо (0, ж)=0 Ve>0.

Далее легко видеть, что

+ У, У, ^ai)xiu‘xtxi
г=1 j,g=l

п п

Из леммы и неравенства Коши следует, что если выбрать Х>Х0 доста­
точно большим, то

n w w
У^ (Ас,-; ,хо) 0^62 УУ Црггех{хо11о2+С1 (^) ^У| HpKei.xJ|o2+ 

г=1 i=l

■ _ г'"-' ' ' ■ ’ "т — - . • .
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С другой стороны, так как uewa(fi, я)=0, функция uSX0^CLi и,

о+...

Далее из условия (6) следует, что к оператору
Lu=Lsu+kx„uxo

i,j=i

можно применить доказанную выше лемму.
Отсюда, выбирая Х>Х0 достаточно большим и используя неравенства 

Коши и (7), получим
П п

^2(АрР2Ие«£хо)о>С2^ llpUx.xJloM-Callpulli2,
г=0 t,j=O

причем константы с2, с3>0 не зависят от е.
Таким образом, получена равномерная по е априорная оценка

lluelk^cll/Ht Ve>0.

Отсюда следует, что из множества функций {пе} можно извлечь слабо схо­
дящуюся последовательность функций

{ие„}-*веИ71*(Я), и (О, х)=иа (0, х) =0.

С другой стороны, для любой функции кеСо” (Н) имеет место тождество
(иВл, Л,*п)о=(/, к) о,

где Lt'v — формально сопряженный к Le дифференциальный оператор.
Из слабой сходимости последовательности {иЕ„} следует, что

(u, Z*p)o=(/, к) о ¥г?еС0“(77),

т.е. функция u^W22(H) является решением нашего уравнения и удовлет­
воряет в среднем начальным условиям.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (5) и, кроме того,

а0(х0, x') + (m+1/2)kn(,x<l, x)+kok(xo, x)^8l>0,
д'

f (х0, х) ^W24(JT), —,/(2:0,а;) 1^=0,
дх0

m=0, 1, 2,..., g—1, i=0, 1, ..., g—1.

Тогда существует решение задачи Коши (1), (2) из пространства 
Wl+i (Я).

Доказательство теоремы 2 в основных чертах совпадает с доказатель­
ством теоремы 1 и поэтому здесь не приводится.

Пример.
Lu=Xi”'u!WC—uXlX—mxT 1 Uz«=0. (8)

Пусть r(s)eC“ и такая, что
t(s)=0, s>0, t(s)^0, s<0.

m+1
Легко видеть, что функция u^x^xj—x I——~—х0 ) является решени- 

\ пг+1 /
ем уравнения (8), а это значит, что задача Коши (1), (2) может иметь, 
вообще говоря, не единственное решение, если не выполняется усло­
вие (5).
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Этот же пример (8) показывает, что если рассмотреть сопряженное к 
уравнению (8) уравнение

(9)
то функция

V (ж0, Х1) = Т +х0—h

является решением уравнения (9), но это означает, что задача Коши 
для уравнения (8) с правой частью f(x0, х) не всегда разрешима.
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