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Пусть G — произвольная односвязная область z-плоскости ТТ. Обозна­
чь* через ГГрДС) (соответственно W^^G)) класс всех непрерывных 
i£ функций r(z), имеющих в области G обобщенные в смысле С. Л. Со- 
Бкаеэл производные первого порядка по х и у, суммируемые в степени 

: ответственно существенно ограниченные) на любом компакте

слж г — отображение G в И2, f=u+iv, то будем говорить, что f^Wpl (G), 
ж, теГГрДб).

Наложим
, . хч (iVulM-.lVd2)’'’

Z,/ l+l/l2
■вгтребуем, чтобы выполнялись следующие условия (1) и (2):

J <p(X(z, f))dxdy^M<°°,
G

z h —функция, определенная для Л>0, <р(А)>0, ср(0) =0, <р"(7г)>0;

(О

(2)J wcp(l/lt)dn=°o 
о

Такие отображения / введены в рассмотрение в работах (*, 2). 
М Миклюков (2) перенес на топологические отображения этого класса 
:зные результаты книги Г. Д. Суворова (3). В частности, отображения / 
» класса индуцируют С-соответствие границ по Каратеодори: каждому 
тему концу (4) области G можно поставить в соответствие единствен- 

_ простой конец области D—j(Gy, более того, если G — компактифика- 
: 'ластп G простыми концами, то отображение / продолжаемо до не- 

ыеного отображения G на Т).
На примере гомеоморфизма/: z-^z+e1 arg 2 (G — верхняя половина 

гчного круга z-плоскости) можно показать, что:
11 прп выполнении только условия (1) еще нельзя доказать С-соот- 
твие для всех простых концов области G, тем более нельзя получить 

у искажения типа (С), стр. 62) относительного расстояния;
2 прп нарушении одного из условий (1) или (2) точка a^dG может 
быть точкой продолжения по Каратеодори отображения / (определе- 
см. ниже).

Возникает вопрос о «массивности» множества тех простых концов 
области G, которым при топологическом отображении / соответствуют 
конпы области D, не являющиеся простыми.

Оказывается, что при некоторых ограничениях на / это нарушение 
естественного соответствия границ может быть лшпь на некотором исклю­
чительном множестве.

1. Локальные условия. Сформулируем сначала локальные ус- 
лззия граничного соответствия по простым концам.
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Точку z^dG назовем главной точкой границы, если сущест­
вует простой конец е, для которого z является главной точкой. Напомним, 
что точка ££»e5G является главной точкой простого конца e^G тогда и 
только тогда, когда существует определяющая простой конец е последова­
тельность сечения (р„) области G, для которой (Зп есть дуги концентриче­
ских окружностей радиуса г„ с центром <в и rn->0 (4).

Легко видеть, что любая точка Z^OG является предельной для глав­
ных. В этом смысле совокупность Q всех главных точек dG определяет 
конфигурацию области: Q=5G.

Лемма. Пусть функция р(х, y')^C(G') имеет обобщенные производ­
ные первого порядка по х и у, существенно ограниченные в области G; 
причем для z^G

a<p(z)<p,

где a=infp(z), ^=supp(z). Пусть, далее, k(u) — непрерывная и положи- 
G _ G

тельная на интервале (а, функция и ^(а, [})■ Положим
PU)

r(z) = к (и) du.
V

Тогда функция r(z) (G) и | Vr | =/с(р) • | Vp|.
Пусть теперь it=inf r(z), #2=sup r(z) и

G G

G={z^G: r(z)=i}.

Тогда применение теорем 1 и 2 работы (‘) дает

cp(X.(z,7))-| Vr\dxdy,
r~i (a, b)

здесь tl^a<'b*Sdz,l(G:)— длина G, Z[/(G) ]—сферическая длина
i 1 t

(3)

кривой

u?=/(z), zeG.

которую для почти всех t можно вычислять по формуле

поскольку (G).
Пусть теперь со eSG — конечная точка, p(z) = |z—©|, так что а—0 и 

7*= (0, р). Тогда, применяя (3) и лемму, можно получить неравенство 

где 'fl'(i) — функция, обратная к
в
jk(u)du, йе(0, р).
У

Теорема 1. Пусть функция к(и) удовлетворяет условию-, существу­
ет некоторая положительная на (0, 1] функция q(c) такая, что 

k(cu)>q(c)-k(u) Vce(0, 1], VMe(0, у]. (4)
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Предположим, что f^W\' (G),

G(co, i)={z<=G: |z—co !<’/},G(a,y) = JJ cp(X(z,/))A(|z—col)dzdy<°o,
G(o,v)

J u<p (—^k(u)du=0O'

Тогда
inf Z[/(Gop)]=0, G/={zeG: |z-w|=O}.

Oe(O.v)

Определение. Пусть j — топологические отображения односвяз­
ной области G и со — некоторая главная точка границы dG. Назовем ее 
точкой продолжения / по Каратеодори (или С-т очко й /), 
если всякий простой конец e^G, для которого точка со является главной, 
преобразуется при отображении / в простой конец области D=f(G) в том 
смысле, что отображение /: G-+D можно продолжить до непрерывного 
отображения f: GU {е}-+D.

Теорема 2. Пусть (G) — топологическое отображение одно-
:вязной области G, at^dG — конечная главная точка, OeG и 0<у<р (0, dG). 
Если

V I

U(a, 7)<°°, Jucp(—^k(u)du=°o,

О

то со есть С-точка f.
2. Соответствие границ в целом. Пусть функция к (и) удов­

летворяет следующим условиям:
а) к определена при н>0, конечна, положительна и непрерывна, не 

возрастает и lim к(и)=°°;
и^-0

б) f к(и)и du<°o,
О

Очевидно, для такой функции к условие (4) выполняется.
Пусть ц — конечная мера в В2. Рассмотрим ее потенцпал

С7/(со)== J /c(|z—col)dp,(z).
вз

Т. Угаэри (5) доказано, что для рассматриваемых нами ядер 7c(|z—со|) 
имеет место обобщенный принцип максимума (см. также (6) или (7), 
стр. 443—447). Поэтому можно доказать, что множество

£’={сс)е7?2: Z7? (©)=<»} 
имеет нулевую С\-емкость.

Обозначим через BL<f(k) множество всех отображений f^Wi* (G), обла­
дающих свойством:

JJ q(k(z,f))dxdy<°° Vft>0,
G(O)

причем

здесь G(f>) = {z^G: |z|<'01}.
Теорема 3. Если — топологическое отображение класса BL^^k) 

односвязной области^G^Hi,(TO k-квазивсе главные точки границы dG яв- 
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ляются С-точками f, т. е. те главные точки, для которых может нарушать­
ся соответствие границ по Каратеодори {простой конец области G перехо­
дит в простой конец области D) образуют множество нулевой Ск-емкости.

Замечание 1. Теоремы 1, 2 и 3 справедливы для q>(A) =h.
Следствие 1. Пусть f^W/ (G) — топологическое отображение, 

C^dG —множество его С-точек и t.{z, /)eZLp(g) для любой ограниченной 
подобласти g~G, 1^р<2.

Тогда CP(Q\C)=O. Здесь емкость Ср соответствует ядру кР{и) =ир~2.
Отсюда в силу известной теоремы (см., например, (7), стр. 245) следу­

ет, что множество Q\C имеет хаусдорфову размерность С2—р. При р=1 
это очевидно для областей G со спрямляемой границей. Напомним, однако, 
что граница односвязной области может быть гомеоморфной окружности 
и в то же время иметь положительную 2-меру Хаусдорфа ((8), стр. 36—45).

Следствие 2. Пусть (G) — топологическое отображение, р^1,
а^р. Если потенциал

JJ [X(z,/) ]р • |z—со|а_Мж dy<°° VcoeQ,
G

то отображение j-.G-^D индуцирует С-соответствие границ.
Теорема 4. Пусть
11 функция к {и) конечна, положительна, непрерывна и не возрастает 

при и>0;
2) функция ср (и) удовлетворяет условию: существует непрерывная, 

строго возрастающая положительная на (0, 1) функция s(c) такая, что

ср (си) >s (с)-ср (и) Vce(0, 1), Vue[l, °°);

3) J ucp(l в)A'(u/2n)t?u=<».
8

Пусть, далее, область G ограничена, f^Wi{G) — топологическое отоб­
ражение и

J J cp(Z(z. /)) ■ &(lz—ta\)dx dy^M<oo V(l)eG.
G

Тогда f{z) продолжаемо до непрерывного отображения G на D, при­
чем имеет место оценка искажения pD{wt, ir2)^/7<=pG(Zi, z2) относительного 
расстояния pG между достаточно близкими точками zt, z2^G. Здесь

М
F(i)=s-‘

J ucp(l/u)k{u/2n)du
\ <

и а зависит от G, D. ср и к {ср. (3), стр. 62, и (2)).
Замечание 2. Очевидно, все результаты работы справедливы для 

конечносвязных областей.
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