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Целью заметки является формулировка одной общей теоремы об огра­
ниченности сингулярных интегралов в широком классе функциональных 
пространств, включающих, в частности, неизотропные пространства 
С. Л. Соболева (*),  С. М. Никольского — О. В. Бесова (2,4) (см. так­
же (3)), Морри (5), «смешанные» пространства LPi...Pn и ряд других.

Доказательство основывается на развитии подхода, примененного в (6), 
в сочетании с методами теории локальных приближений из (7), в част­
ности, используются структурные теоремы из (8), где рассмотрен неизо­
тропный случай.

1. Пусть р: Rn-*R + — функция, обладающая следующими свойствами:
а) р(х) =0 <=> а:=0;
б) р(ж+у)^1{р(^)+р(р)}, у>1.

С ее помощью на R” задается квазиметрика г(х, у)=р(х—у).
Множество Dnk={x: р(х—ж0)<Х} будем называть р-шаром с цент­

ром х0 и радиусом X.
Сделаем относительно р еще следующее предположение:
в) множества Do, к выпуклы и симметричны относительно координат­

ных гиперплоскостей.
В качестве такой функции р можно взять ри(х) = шах]^]11', щ>0 или 

i
общее рф= шах ф,( |ж;|), где <р, монотонно возрастает и удовлетворяет 

А 2-условию, <рг(О)=О.
2. Определим далее локальное наилучшее приближение функции, при­

надлежащей «смешанному» пространству Lp, где р здесь и ниже обозна­
чает вектор (pi... Рп), 1<Рг<°°- Именно для заданного р-шара D положим

ea(/;O) = mf——■-------- , (1)
g II 1 llbp(D)

где нижняя грань взята по всем многочленам степени по переменной 
Xi, Отметим, что нормировка в (1) используется лишь для упро­
щения формулировок; стоящая в знаменателе функция зависит, очевидно, 
лишь от объема р-шара D.

Наконец, обобщая соответствующее определение из (7), введем сле­
дующую аппроксимативную характеристику функции.

Определение 1. Аппроксимативным 0-модулем не­
прерывности порядка а функции f^Lp(Rn) называется величина

(/; т) = sup { еа(/; D) ® mesZ) I , (2)

Вел 
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где верхняя грань пробегает все конечные укладки * л, состоящие из кон­
груэнтных р-шаров объема т.

* Укладкой мы называем семейство измеримых подмножеств, внутренности ко­
торых попарно не пересекаются.

3. Рассмотрим пространства, определяемые с помощью (2) (в (’), где 
рассмотрен изотропный случай, эти пространства названы квазилипшице- 
выми).

Определение 2. Пусть X — монотонная функциональная полунор­
ма, заданная на измеримых jp: R+->R+ и принимающая конечные или бес­
конечные значения. Через X обозначим совокупность тех <р, для которых 
11<р11х<о°. Определим с помощью X норму на измеримых /: Rn-+R, полагая

ll/ll HI/U+H «</(/; -)1к, (3)

и обозначим Лр9(Х) совокупность тех /, для которых (3) конечна.
Можно показать, что во введенном семействе содержится целый ряд 

важных в приложениях пространств гладких функций, в частности, 1) изо­
тропные и неизотропные пространства Морри (9); 2) изотропные и неизо­
тропные пространства ограниченного в среднем колебания (10); 3) изотроп­
ные и неизотропные пространства Соболева (7); 4) изотропные и неизо­
тропные пространства Никольского — Бесова (“,12,7); 5) пространства Lp 
(если ||ф||х=0 для всех ср). Поэтому, доказав теорему об ограниченности 
сингулярного интеграла в пространстве Лр’8(Х), мы тем самым получаем 
результаты и для перечисленных пространств.

4. Выделим, следуя М. Котляру (с) (см. также (13)), класс сингуляр­
ных интегралов, которые будут изучаться.

Определение 3. Функция К, локально интегрируемая на R"\{0}, 
принадлежит классу J^(a, р), если она может быть представлена 
в виде суммы

оо

(4)
т=— оо

причем

1) supHAnJk^+oo;
т

2) носитель Кт лежит в р-шаре D0i2m;
3) для любых т и

J Кт (х) х'‘ dx = 0.
Rn

Для формулировки теоремы напомним еще определение модуля непре­
рывности оси Xi в Li (Rn~):

Qs(,) (/; т) = sup ||А?/11ьР.

где feR’ коллинеарен оси xt.
Положим

n

Qa(f;T)=sup У = (У1---Уп), (5)
i=l

^(t)==||1|Lp(I,0>t)

Предположим теперь, что все функции Кт из (4) таковы, что при 
ОДЖ;т)^Ф(т/2“), (6)

3* 275



где Ф — монотонно возрастающая функция, Ф (0) =0. С помощью функций 
Ф и Y введем оператор А, определенный на измеримых функциях <р: 
R+->R+, формулой

где

(7)

0,
Ф(т/и) (т/в)1/9Т(и)/Ч'(т),

н<т,

Теорема 1. Сингулярный оператор Tj—K*f  ограничен в пространст­
ве Ар’9 (X), если 1<р,<0<оо, р^°°, п.

1) XeJf(a,p);
___ i

2) выполняется (6) и limln2 — Ф(т)<+°°;
т->0 Т

3) оператор А ограничен в пространстве X.
Замечания. 1) Теорема 1 может быть сформулирована и в более 

общем виде, как результат об ограниченности из Ар9 (X) в Ар’9 (X). При 
этом оператор А нужно заменить некоторым более сложным_оператором, 
зависящим от min {а, р}, и требовать его ограниченность из X в Y.

2) Представление ядра К в виде (4) можно получить с помощью под­
ходящего разбиения единицы.

5. Рассмотрим некоторые частные случаи.
1) Возьмем такую полунорму X, что ||<р|1х=0 для всех ср. Тогда полу­

чаем
Следствие 1. Если р) и выполняется (6) с Ф(т) =

=О(1п_2(1/т)), то оператор Tf=K*j  действует непрерывно в пространстве 
Lp, l<pi<°°, l=Ci<re.

Этот результат усиливает теорему Котляра — Петре (6,12), у которых 
Ф(т)=О(тх), Х>0, р(т) —эвклидово расстояние, и утверждается ограни­
ченность оператора Т в Lv несмешанном, 1<р<°°. Отметим еще рабо­
ту (* 4), в которой ограниченность оператора Т в Lp, 1<р<°°, получена 
при других условиях.

2) Возьмем

как обычно, при q=°° заменяем правую часть на sup |ф(т) |/т’. Пусть, да- 
т>0

лее, р(а?) =рц(г) = max | х{ |1/w, S Цг=1, gi>0.

Следствие 2. Пусть (а, рр) и выполняется (6) с Ф(т) =
=О(т’‘+Е), Z>0, где g>0 произвольно мало.

Тогда, оператор Tj=K*f  действует непрерывно в анизотропном про­
странстве Никольского — Бесова Be,q, где

г={Л/ц15... Д/Цп}, 1=С0=С°о.

В изотропном случае результат следствия 2 получен в (15) с помощью 
теории интерполяции оператора в банаховых пространствах. Отметим, 
что, пользуясь примененным здесь методом, оценку Ф (г) =О(т’’+е) в этом 
следствии можно еще уточнить, используя обобщенное неравенство Харди 
для оценки нормы оператора (7) в выбранном пространстве X.
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Наконец, в качестве следствий можно получить и результаты об огра­
ниченности оператора Т в пространствах Морри и ряд других.

Автор выражает глубокую благодарность Ю. А. Брудному за руковод­
ство работой.
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