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Рассматривается разностная краевая задача:

t=nx^0, v=l, ...,2V—1,

к-1 (la)
У, l/vl2<°°,
v—1

Vm(t)= yCjmPjW, m=-r4+l, ...,0,

(le) 
vN+k(t) = y\DjkvN-j(t'), k=0,..., r2-l.

j=i

Здесь — векторы; A>, Cjm, Djh — постоянные матрицы; A_r„ 4rj — 
невырожденные матрицы. Обозначим через <3^ гильбертово пространство 
векторов р=(у_Т1+4,..., Vo,, vN+T1-i), удовлетворяющих краевым усло­
виям (16). Норма в Тб дается соотношением

К-1

im2=£1IpvP.
V=1

Разностная краевая задача (1) устойчива, если существует постоян­
ная с, не зависящая от т, такая, что l|p(t) ||<с||п(0) || для всех г=гат^О 
и всех у (0)

Запишем (1) в операторном виде:
v(t+x)=Gv(t).

Исследование устойчивости (1) сводится к оценке скорости роста ||С?”|| 
при п-*-». Для устойчивости (1) необходимо, чтобы были устойчивы сле­
дующие три задачи ('): а) задача Коши; б) левая полубесконечная крае­
вая задача; в) правая полубесконечная краевая задача. В настоящее время 
известны (2_6) необходимые и достаточные условия устойчивости задач 
а)—в). В общем случае из устойчивости задач а)—в) следует ограничен­
ность ||G"|| для ri^cN. В предлагаемой работе получены оценки скорости 
роста ||Gn|| при ra>7V.

Дадим классификацию систем разностных уравнений. Если задача 
Коши устойчива, то собственные значения характеристической матрицы
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X (ф) в окрестности определяющих точек ф0 допускают (3) разложение вида

здесь у, aj действительные, р^2, j3>0.
Систему разностных уравнений (1а) назовем параболической, если у=0 

для всех Х(ф) относительно всех определяющих точек ф0. В противном 
случае будем называть систему гиперболической.

Теорема. Пусть (1а) — параболическая система. Тогда, если задачи 
а)—в) устойчивы, то ||G"||<C1 при n^c2Na, где ®=min(2p/(2p—р+1)). 
Минимум берется по всем Х(ф) и всем определяющим точкам ф0. Так как 
2р5?р^2, то ©>1.

Замечание. Простейшая разностная аппроксимация уравнения теп­
лопроводности (см., например, (7), стр. 107) дает пример параболической 
системы с порядком параболичности со=2.

Доказательство теоремы. Представим Gn в виде контурного 
интеграла от резольвенты:

G» = --Lfz«(G-zZ)-‘&;
2ni J

Г — произвольный контур, охватывающий все точки спектра оператора G. 
Так как спектр G лежит в единичном круге |z| =С1, в качестве Г можно 
взять окружность |z| =1+р.

Строим (4,6) явное представление резольвенты:
j—1

w/= V М’Г~' (Tgv)1 +Ми 1 Ш/, 7=2,... ,N—1,
V=1

2V-1
и>у= m^n w” - У, м’2Т1 (Tgv)11,

N-i 8
wl1=(<Ki-K2M72!,+lK;lKsMn~l )-1[k2^\m22 (Tg^ + Yi <.B'(Tg.Y+ 

V=1 V=1

N-i
+£?” (rgv)") +/yC+1 к;1 (-к3 у мГ~‘ (Tgv) r+

V=1

t

+EjDvI(ZgN-v-i)I+OvI1 (TgN-v-1)11)) -
V=1

N-i 
wNn=(Kt-K3M^rlкУкм^^-к, (т^)т+

V=1
t i

+ У, (DvyTgtmy+D? (Tg^-^ + KsM^Kyx
V=1

K-l «
X (к2^МУ (7’gv)II+yjSvI(7’^)I+s“(7’gv)n

V=i V=1

Матрицы T, Mm, M22, Kt, K2, Bv\ Bvu определены в (4, 6, 8); матрицы 
K3, Kt, D,\ DVU определяются аналогично матрицам К,, K2, Bv\ Bvn. Из ус­
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тойчивости задачи Коши следует (в) ряд ограничений на порядки нулей 
внедиагональных элементов матриц Ми, М22. Из устойчивости задачи б), 
в) следует (6) ряд ограничений на порядки особенностей элементов Кг1, 
Кг1. Учитывая все эти ограничения и оценивая сверху число слагаемых 
элементов матрицы (К^КгМгг’*1 К^1 К3М2^1)' через cs, исходную задачу 

можно свести к оценке рядов вида
ь

xv(p’"(2M-p+1)/P-J JJ (РДАф(гИ<-Я+П/р.>ф)хЯ)..е<п»йф | •

•=0 Izl=l+p 1=1

здесь х, хг — собственные значения матриц Ми, М2г~'’, Pi(t, <р) — много­
члены конечного порядка по t с аналитическими по q> коэффициентами;

£<1-1/(2р),
i=i

Фиксируем к и рассмотрим такие наборы «г, в которых s^sIL. После­
довательно перебираем все k=i, 2,... ,L. При фиксированном к для асимп­
тотических значений v в окрестности определяющих точек исходный кон­
тур интегрирования деформируется в кусок линии наискорейшего спуска 
функции einv, проходящий через точку перевала. Остальные
Psil y-i'*1 на построенном контуре оцениваются сверху по модулю констан­
той. Асимптотические вычеты е,Пф таковы, что обеспечивают сумми-

N-1

руемость рядов f7n по s и ограниченность У, |у7п|2 при n^cNa. Теорема V=1
доказана.

Таким образом, если задачи а)—в) устойчивы, то для параболических 
систем ||Gni!^Ci при п^с2№, где со>1. Для гиперболических систем оценка 
||G"||<Ci справедлива при n^c2N. Ниже приводятся примеры неустойчивых 
разностных краевых задач с двумя границами, которым отвечают устой­
чивые задачи а)—в). Эти примеры показывают, что полученные оценки 
скорости роста ||<?"|| не улучшаемы на рассматриваемых классах систем 
разностных уравнений.

П р и м е р 1. Непрерывная краевая задача 
щ+их=0, f>0, '| и (О, t) = 01^(0, i) I u{x, 0) = Д(ж),
Vt—Vx = 0, OsgzCl, I l?(l,t) = <T2ll(l,Z) I V (x, 0) = /2 (ж) 

аппроксимируется разностной краевой задачей. Внутри области исполь­
зуется схема Лакса (см. (7), стр. 100). Предполагается, что a=x/h^i; 
т, h — шаги сетки по t, х. Задачи а)—в) устойчивы (s, ’). Строим резоль­
венту (2). Начальньш данные подбираем так, чтобы выделить элемент мат­
рицы возмущения Л/, имеющий максимальный порядок особенности.

Ш = (£-АГ*А2М27+1 К? К,Ми"1)

Оценка скорости роста ||Gn|| при п-+°° сводится к оценке интеграла 
Дп= J xvzn/(l+ax2w)cZz, а=ощ2, г=е1ф,

|z|=l+p

{
jqj 1—а2

Асимптотика /7П дается суммой вычетов относительно полюсов, попадаю­
щих в е-окрестность определяющей точки ср=О:

tin о+2/сл
ф*

2А(1+О(е))
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Считаем вычеты и суммируем их по к. Получаем оценку
1 ,

||Gn||2> — an/N, n»N.

При о>1 имеем неустойчивость.
Замечание. Если «гиперболическая система» имеет наклонные ха­

рактеристики постоянного знака, то ||Gn||<Ci при n^eCtN.
Пример 2. Параболическая система

В; —»хх, i>0 ux(0,i)=i>x(l, i) = О 1 а (ж, 0) =Д (х),
= fix, I p(0,i)=o1u(0,t), u(l,i)=o2y(l,i) I v(x,0) =f2(z).

Внутри области используется схема-тренога (см. (7), стр. 107), на гра­
нице счет ведется по формулам

Воп=И1", Во’1=П1«1П, VNn=VN-i, UNn=tS2VN-t.

При a=x/h2^l/2 задача а)—в) устойчивы. Начальные данные выбира­
ются по тому же принципу, что и в примере 1.

z2W+vzn fa
Цп |ZJ1+P (l-x)(l-(2-o%-1(l+x)2)x^+x‘w)’ * GXP[

При о=о1о2>1 уравнение t2—2(1—2o)i+l=0 имеет два 
корня ti, t2, | ^ | <1. Справедлива оценка 

||0"||2>-^-ехр-^-1п2|^|,

вещественных
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