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1. Известно, что всякая конечно-порожденная клейнова (разрывная) 
группа Г конформных автоморфизмов R2 имеет фундаментальную область, 
ограниченную конечным числом попарно эквивалентных сторон (и наобо­
рот). Но уже для n=3 доказано (3, 4) существование конечно-порожден­
ных клейновых групп, у которых изометрические фундаментальные поли­
эдры (*) имеют счетное множество сторон. Поэтому важной является зада­
ча о нахождении условий на клейнову группу в Rn, га>3, обеспечивающих 
конечность числа сторон у фундаментальных областей этих групп. Это свя­
зано и с вопросом о мере предельного множества клейновой группы (см. 
(*))• В настоящей работе выделяется довольно широкий класс таких 
групп.

Заметим также, что упомянутые выше доказательства (3, 4) носят не­
конструктивный характер. В данной работе строятся циклические группы, 
изометрические фундаментальные полиэдры которых имеют счетное число 
граней.

2. Пусть Т — конформный автоморфизм Rn, Т{°°)=А°°. Обозначим че­
рез 7т его изометрическую сферу {х\ |Т'(х) | = 1} (см. (')), через qT я. 
гт — соответственно ее центр и радиус. В (2) доказано, что Т можно пред­
ставить в виде T=U°O°J, где J — инверсия относительно сферы 1Т, О — от­
ражение относительно гиперплоскости LT, по отношению к которой 1Т и 
IT-i симметричны, U — вращение вокруг qT-<. Используя это представление, 
автор в (2) предложил классификацию конформных (мёбиусовых) отобра­
жений Rn, основанную на свойствах множеств их неподвижных точек, ко­
торая при п=2 совпадает с хорошо известной классификацией дробно-ли­
нейных отображений плоскости.

Отображение T=U°O°J называется:
1) гиперболическим, если С7=1 (т. е. является тождественным) 

и Zr Л Zy-i—0;
2) гиперболическим с к р у ч е н и е м, если 77=Н=1, ZTriZT-i=0 и 

существует точка ж0, x^qr, °° такая, что U (ж0) =ж0;
3) гипербол оксодром и чес к им, если ZTDZr-i=0 и для любой 

конечной точки х, x^AqT-i, U(ж) ¥=я:;
4) параболическим, если U=i, 7гЛ7тч={х};
5) параболическим с кручением, если U¥A, 7тП7т-<={ж} 

и U(х)—х;
6) параболоксодромическим, если ZTAZT-i={x} и U(x)¥-x;
7) эллиптическим рода k, O-^Zc<ra—2, если ZTnZT-i=UZ—(га—2)- 

мерная сфера и U оставляет неподвижными все точки (й+1) -мерной плос­
кости Lu—LT, пересекающейся с Л/ более чем в одной точке;

8) эллиптиколоксодромическим, если 7тП7т-1=# — (га— 
—2)-мерная сфера и U (х)^=х для любой точки яе/И;

9) вырожденно эллиптическим, если ZTAZr->=Jf и сущест­
вует единственная точка р^М такая, что U (р) =р.

3. Пусть Т — вырожденно эллиптическое отображение Rn. Рассмотрим 
конформный автоморфизм W пространства Rn такой. что И'(р) =°°. Поло­
жим 7=И7о7’=И7-11 (J=VV°U°W~1, V=W°OaJ-W~l, где Г —вращение во­
круг (га—2)-мерной плоскости И*(AZ), С — вращенпе вокруг /с-мерной 
плоскости W(N), где N={x^R": и(х)=х}, причем P7(jV) PIW(2V) содер-
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жит только бесконечно удаленную точку. Без ограничения общности мож­
но считать, что W(М) содержит начало координат. Тогда U (у) =£70 (у— 
—Уо)+уо, где Го - ортогональное преобразование, а у<^0. Отсюда получа­
ем, что

T(y)—S(y)+b, (1)
где b=£0, S (у)— вращение вокруг некоторого подпространства Rm^Rn, 
причем вектор b^Rm и не ортогонален Rm.

Из (1) следует, что Г={71": n^Z} является разрывной группой в Rn 
с единственной предельной точкой р^М.

Будем называть вырожденно эллиптическое отображение Т отображе­
нием первого типа, если в представлении (1) S — поворот на угол, 
кратный 2л, и второго типа в противном случае.

Множество n^Z, п=^0} центров изометрических сфер элементов
группы Г состоит из точек, эквивалентных бесконечности. Следовательно,

Q={Tn(qT), n^Z}. (2)
Так как при любом п точка р^1т*, то вектор mTn={p—qTn)/\p—qT^\ явля­

ется единичной нормалью сферы 7Т» в точке р. Переходя к отображениям 
71П=ИСГ'1Иг_1, получим, используя (2), что векторы ттп образуют с некото­
рым вектором d угол 0, причем О<0<л/2. Отсюда следует

Теорема 1. Изометрический фундаментальный полиэдр группы Г, 
порожденной вырожденно эллиптическим отображением второго типа, 
имеет бесконечное множество попарно эквивалентных граней.

k.. Неподвижные точки конформного автоморфизма Т лежат на его изо­
метрической сфере в том и только в том случае, когда Т — отображение 
одного из следующих классов: параболическое, параболическое с круче­
нием, эллиптическое или вырожденно эллиптическое (см. (2)). Для таких 
отображений имеет место

Теорема 2. Пусть все элементы клейновой группы Г таковы, что их 
неподвижные точки лежат на их изометрических сферах и пусть группа Г 
не содержит вырожденно эллиптических отображений второго типа.

Тогда изометрический фундаментальный полиэдр группы Г имеет ко­
нечное число сторон.

Доказательство теоремы опирается на следующие леммы, обоб­
щающие известные утверждения для плоского случая.

Лемма 1. Пусть Г — клейнова группа в Rn.
Тогда множество ФА= {ГеГ: гг>/г} конечно для любого к>0.
Лемма 2. Клейнова группа в Rn, состоящая только из эллиптических 

элементов, конечна.
Лемма 3. Если клейнова группа в Rn состоит из параболических, па­

раболических с кручением или вырожденно эллиптических элементов, то 
существует общая неподвижная точка для всей группы.

Лемма 4. Пусть все элементы клейновой группы Г таковы, что их не­
подвижные точки лежат на их изометрических сферах. Если при этом су­
ществует общая неподвижная точка x0^Rn для группы Г, то х0 единствен­
ная предельная точка группы Г.

Лемма 5. Если граница фундаментального полиэдра клейновой груп­
пы Г состоит из обыкновенных и параболических точек (’), то фундамен­
тальная область имеет конечное число сторон.
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